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- RESUMEN -

El problema inverso consiste en la estimacion de los parametros de un modelo a partir de las respuestas del sistema y de
informacion previa sobre los parametros. Se han desarrollado numerosas aproximaciones para abordar este problema,
reduciéndose en muchos casos a la minimizacion de una determinada funcién, conocida como funcion objetivo. Dicha
funcion puede considerarse como una medida de la diferencia entre los datos disponibles acerca de la variable en cuestion y
la respuesta del modelo. Asi, la resolucidn del problema inverso se convierte en un problema de optimizacion.

Una de las principales dificultades es hallar el minimo global de la funcion objetivo, puesto que los métodos de
optimizacion continua pueden quedar estancados en un minimo local. En cambio, algunos de ellos presentan una atractiva
velocidad de convergencia en un entorno del minimo. Por otra parte, para algunos métodos de optimizacién combinatoria, la
convergencia al minimo global esta asegurada en cualquier caso, al menos en teoria. No obstante, requieren un elevado
esfuerzo computacional.

En el presente documento, se desarrolla un nuevo método de optimizacion, como génesis de dos bien conocidos, el
método de Marquardt y Simulated Annealing. Asi, se combinan las prestaciones del primero en cuanto a velocidad de
convergencia, con las del segundo para eludir los minimos locales de la funcidn objetivo, en tanto que se intenta mantener un
esfuerzo computacional moderado, si bien mayor que el necesario empleando el método de Marquardt.

En el desarrollo del trabajo, se actualiza un cédigo de elementos finitos, en el que se implementa el nuevo algoritmo que,
en resumen, opera como sigue:

(1) Generacion de una configuracion (punto en el espacio de parametros) de forma aleatoria

(2) Simulacién (resolucion del problema directo)

(3) Aplicacion del método de Marquardt (una Unica iteracién), obteniéndose una nueva configuracion

(4) Simulacidn con la configuracion obtenida en el paso anterior

(5) Seleccion de la mejor configuracion (la que ofrece un menor valor de la funcién objetivo) de entre las obtenidas en

DyE

(6) Comparacion del valor de funcion objetivo obtenido en (5) con el valor menor obtenido en todo el proceso

(7) Aceptacion/rechazo de la configuracion obtenida en el paso (5), en funcion del criterio de Metropolis

(8) Chequeo de convergencia/divergencia

El objetivo del trabajo, aparte de la generacion del mencionado algoritmo, consiste en analizar la robustez del mismo,
bajo distintas hipdtesis de partida.

La incertidumbre asociada a los pardametros que el algoritmo hibrido incluye, dificulta el uso de éste. Asi, se estudia,
mediante la aplicacion del codigo actualizado a una serie de ejemplos sintéticos, el efecto de dichos parametros. Las
conclusiones obtenidas reflejan que un error en la eleccién de dichos parametros no es grave en cuanto a convergencia,
obteniéndose valores finales de funcién objetivo similares, si bien el esfuerzo computacional necesario puede aumentar
ostensiblemente. Asimismo, se muestra como una eleccién correcta de los mismos proporciona buenos resultados, tanto
desde el punto de vista de convergencia, como de esfuerzo computacional.

Por otra parte, se estudia la sensibilidad del método de Marquardt y del método hibrido a los parametros iniciales del
modelo. Asi, se presentan dos ejemplos para los cuales, dependiendo de dichos parametros, el método de Marquardt presenta
problemas de convergencia, mientras que el hibrido logra alcanzar valores de funcién objetivo proximos al del minimo
global.

Finalmente, el documento se cierra con algunas recomendaciones en cuanto a lineas futuras se refiere, tales como la
posible paralelizacion del cédigo, la inclusién de nuevos esquemas de perturbacion y enfriamiento, asi como la aplicacion del
algoritmo hibrido a casos reales.
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Capitulo 1. I ntroduccion

CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.1 INTRODUCCION

El problema genera de optimizacién consiste en hallar e maximo o € minimo de
una funcion determinada. El abanico de problemas a los que se puede aplicar la
optimizacion es impresionante. Por un lado, la tipologia de los mismos es amplia
(disefio, control, identificacidn). Por otro, tiene sentido en précticamente todas | as ramas
de la ciencia y la tecnologia. Probablemente por este motivo, durante muchos afios se
pensd que la optimizacion se convertiria en una técnica habitual. La reaidad ha
resultado ser diversa. En algunos campos, |os métodos de optimizacion se han afianzado
de forma efectiva como herramientas de trabgjo. En otros, sin embargo, las dificultades
préacticas han limitado muy significativamente su aplicacion.

Estatesinatrata de la aplicacion de laoptimizacion a problemainverso en hidrologia
subterrdnea, que consiste en la estimacion de los parametros de un acuifero
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(transmisividad, almacenamiento, etc.), a partir de medidas directas de los mismos 'y de
variables dependientes de ellos, como niveles, concentraciones, etc [1]. Como se
demostrara en capitul os posteriores, este problema se reduce a la minimizacién de una
funcion, denominada funcion objetivo.

1.2 ALCANCE

El trabgjo realizado para € desarrollo de esta tesina de especialidad puede dividirse
en cuatro fases bien diferenciadas, en funcion de las cuales se organiza el presente
documento.

En primer lugar se llevd a cabo una revision de los métodos de optimizacion de uso
més comin en hidrologia subterranea, realizandose una comparacion de los mismos.
Entre ellos conviene citar el método de Marquardt, el método del recocido simulado
(Smulated Anneding) y € de la meora iterativa, los cuales serdn tratados en
profundidad en secciones posteriores. Las ventgjas y desventajas de cada uno de €llos,
dieron pie alaformulacion de un nuevo agoritmo de optimizacion, en € que se intentan
conjugar las ventgjas de cada uno de ellos, reduciendo, en la medida de lo posible, sus
inconvenientes.

Para su aplicacion, se actualizé un cédigo de elementos finitos que sdlo contaba con
el método de Marquardt para la resolucion del problema inverso y, en dltimo lugar, se
aplico dicha actualizacién a varios gjempl os.

En e presente capitulo, a modo de introduccion, se muestra una vision global del
estado del arte del problema inverso en Hidrologia Subterranea, asi como se expone la
motivacion del trabajo desarrollado.

1.3 ANTECEDENTES. APLICACION DEL PROBLEMA INVERSO
EN HIDROLOGIA SUBTERRANEA.

Como se ha esbozado en anteriormente, un problema de optimizacion consiste en
maximizar o minimizar una determinada funcién, la cual puede ser de variable continua
o discreta. Esta clasificacion provoca una clara separacion de esta rama de conocimiento
en dos vertientes: la optimizacion continua y la optimizacién combinatoria, enfocada
esta Ultima a funciones de variable discreta o continua discretizada, si bien, comienzan a
aparecer en la literatura especiadizada agunos resultados (bastante esplreos) de
aplicaciones de esta modalidad a problemas de variable continua.
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Por otra parte, |os problemas de optimizacién suelen resolverse de forma aproximada
por distintos motivos. En numerosas ocasiones, no se conoce una expresion analitica de
lafuncion atratar. Ademas, el esfuerzo computacional requerido paralaminimizacion o
maximizacion de dicha funcion, suele ser no polinomia (en adelante, problema NP), es
decir, e tiempo de cal culo no puede acotarse superiormente por una funcién polinébmica
dependiente de las dimensiones del problema.

Como dternativa para la resolucién de problemas NP, se propuso la optimizacion
combinatoria, mediante la cual se obtiene una aproximacion del minimo o del maximo
buscado en un tiempo razonable, si bien no puede asegurarse que e resultado obtenido
sea satisfactorio.

Los resultados mas relevantes sobre optimizacién combinatoria se obtuvieron en la
década de los setenta, siendo su exponente més claro € desarrollo de algoritmos de
aproximacion para la resoluciéon del conocido Problema del Vigiante, del que, por su
peso historico en el contexto cientifico, se hablara més adelante.

Un problema genérico de optimizacion puede expresarse de la siguiente forma:

SeaCc R o conjunto (finito o infinito numerable) de configuraciones x posibles o
espacio de configuraciones y seaf una funcion de coste o funcion objetivo tal que:

f:CoNR

X — f(x) 2

El problema se reduce ahora a

Minimizar/maximizar f(x), xe C 3

Una vez definido el problema, resulta conveniente comentar la utilidad de estos
métodos en el contexto de la hidrologia subterranea. Una de | as tareas mas frecuentes en
este campo es el empleo de modelos de predicciéon. Un modelo es cualquier herramienta
disefiada para simular algln aspecto de un sistema real. Su objetivo es obtener una
herramienta numérica que permita predecir con una precision razonable la respuesta de
un sistema natural frente a acciones impuestas.

El auge de lainformética, a partir de la década de los setenta provoco, en el contexto
de la hidrologia subterranea (asi como en muchas otras materias) la generalizacion del
uso de modelos. En dicho contexto, la motivacion més frecuente es la de cuantificar
recargas, bombeos o impactos planificados, tales como implantaciones de depésitos de
residuos, o accidentales, como roturas de presas, etc.

La generaciéon de un modelo consta de distintas etapas [2], tales como la
identificacion de los procesos naturales. Esta primera etapa exige un gercicio de
conceptualizacion importante, pues se transforma una serie de procesos fisico-quimicos
en una serie de ecuaciones matematicas. El siguiente paso consiste en la identificacion
de la estructura del modelo, en cuanto a geometria, condiciones de contorno e iniciales,
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etc. En este paso se pretende caracterizar la variabilidad espacia y temporal de los
parametros que gobiernan el sistema.

La tercera etapa trata de cuantificar dichos parametros, y es en ella donde se ubica
esta tesina de especialidad pues, como se comentd anteriormente, la resolucion del
problema inverso puede convertirse en un problema de optimizacion, segin la
formulacién adoptada. El objetivo es el de estimar los pardmetros del modelo, de forma
que larespuesta del modelo sealo mas parecida posible alarespuestadel sistemareal.

Referente ala evolucion historicadel problemainverso [3], Nelson (1960) plantea el
problema suponiendo conocida la variable de estado y |os términos fuente/sumidero en
todo el dominio, resolviendo el problema resultante a partir de la ecuacion en régimen
estacionario.

Este seria un buen método s e conocimiento sobre la variable de estado fuese
exacto. Sin embargo, los errores en la toma de medidas necesarias para €llo, se
propagan considerablemente en el proceso de calculo (resolucion del problema inverso).
Por otra parte se pueden producir oscilaciones espaciales elevadas en los parametros
obtenidos. Es decir, en su formulacion original, €l problema inverso en Hidrologia
Subterranea encgja en lo que Hadamard (1932) definié como problema “mal definidos”.
Por ello, no se considerd ésta como una buena estrategia de solucién. Por otra parte, €l
conocimiento requerido acerca de la variable de estado es mera ficcidn, pues no se suele
disponer més que de medidas de la misma en unas localizaciones muy determinadas.

Posteriormente, se desarrollaron dos enfoques clasicos en la formulacion del
problema inverso, denominados “directos’ e “indirectos’ (Neuman, 1973). Los métodos
“directos’ se basan en la aproximacion de Nelson, mientras que los “indirectos’
minimizan una funcion que controla la diferencia entre calculado y medido. Los
pardmetros con los que se obtiene la variable de estado que proporciona €l minimo de
dicha funcion son la solucion del problemainverso.

No obstante, debido ala correlacion espacial entre los pardmetros y ala existencia de
una componente aleatoria en las medidas, se hizo necesaria una estrategia que tuviera
una cierta base estadistica. Ademés, ninguno de los enfoques hasta ahora comentados
hacia uso de la valiosa informacion acerca de los parametros de la que se dispone. Por
giemplo, pueden conocerse, con un cierto grado de aproximacién, los valores de la
transmisividad y del coeficiente de amacenamiento mediante la interpretacion de
ensayos de bombeo. Para ello, Carrera’y Neuman (1986) [4]-[6], formulan & problema
inverso mediante un estimador de maxima verosimilitud, incorporando ademas
informacién “apriori” acercade los pardmetros a cuantificar. Dicha formulacion ha sido
ampliamente validada y es de uso frecuente.

En secciones posteriores, se desarrollard de forma mas extensa la formulacién del
problemainverso propuesta por Carrera y Neuman.
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1.4 MOTIVACION Y OBJETIVOS

Uno de los problemas més comunes que presentan |os agoritmos de optimizacion es
su velocidad de convergencia (que puede incluso no producirse) a minimo de la
funcion objetivo. Dependiendo del problema a resolver, dicha funcion puede presentar
multiples minimos locales. En particular, la resolucion del problema inverso aplicado a
transporte de solutos suele presentar multiples dificultades de convergencia.

Las técnicas de optimizacion continua convencionales suelen falar en cuanto a
robustez pues, si convergen, pueden hacerlo a un minimo local, dependiendo del valor
inicial asignado a los pardmetros [7]. Ademas, en problemas ma condicionados es
frecuente que los algoritmos se detengan sin haber llegado a un minimo. El método de
Marquardt, ampliamente utilizado en hidrologia subterranea (y en muchos otros
campos), puede llegar a converger a un valor de la funcion objetivo correspondiente a
un minimo local, lo cua proporciona un resultado engafioso, como se vera en en un
capitulo posterior, dedicado a los resultados.

Por otra parte, los métodos de busgueda discreta o de optimizacion combinatoria
requieren un elevado nimero de simulaciones, s bien, en teoria, algunos de ellos
convergen al minimo global de la funcién objetivo [7]. Por € contrario, la fuerte carga
de aeatoriedad que introducen, en general, este tipo de métodos suele ir asociada a un
esfuerzo computacional elevado. Dentro de este grupo, conviene destacar el método del
recocido ssimulado (Simulated Annealing), por su robustez en la locdizacion del
minimo global de lafuncidn objetivo. En teoria, dicha convergencia esta asegurada para
cualquier tipo de problema.

El objetivo de este trabajo es el de disefiar un algoritmo capaz de, primero, converger
y, segundo, e€ludir los minimos locales de la funcién a minimizar, manteniendo un
tiempo de célculo razonable. Para ello, se intenta combinar la velocidad de los métodos
de optimizacion continua con la robustez en la localizacion del minimo global de
algunos métodos de optimizacion combinatoria.

Se presenta un método hibrido capaz de resolver cuaquier problema de
optimizacion continua, combinando la velocidad de convergencia del método de
Marquardt en un entorno del minimo global de la funcién objetivo, con la versatilidad
del Simulated Anneding (SA en adelante) para €eudir los minimos locales,
convergiendo de esta maneraa minimo global, en un tiempo de célculo razonable.
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1.5 ORGANIZACION DEL DOCUMENTO

El documento se organiza en seis capitulos, ademas de éste. En e capitulo 2 se
describen en detalle las formulaciones de los problemas directo e inverso en hidrologia
subterranea.

En el tercer capitulo se repasan los agoritmos de optimizacién mas comunes en el
campo de estudio. Dicho capitulo contiene dos secciones: la primera de €ellas se refiere a
los agoritmos de optimizacién continua, tales como los métodos de gradiente y los de
cuasi-Newton, poniendo especia atencion a método de Marquardt. La segunda
contempla los agoritmos de mayor uso dentro de la optimizacion combinatoria, tales
como e Simulated Annealing o la meora iterativa. Asimismo, en dicho capitulo se
comparan los distintos métodos, comentando algunas de sus ventgjas e inconvenientes,
lo cual permitira el disefio del nuevo algoritmo, a que se dedica integramente el cuarto
capitulo, donde se comentan |os aspectos relativos a su implementacion numérica en un
codigo de elementos finitos ya existente.

En e capitulo 5 se detallan los resultados de la aplicacién de dicho cédigo a algunos
gjemplos sintéticos, finalizdndose € documento con las conclusiones extraidas sobre €l
algoritmo desarrollado.
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CAPITULO 2. LOSPROBLEMASDIRECTO E INVERSO.
FORMULACION

2.1 EL PROBLEMA DIRECTO. FORMULACION

El problema directo consiste en la resolucién de una ecuacién (hallar los valores de
la variable de estado) conocidos sus parametros. El resultado es la variable de estado
gue describe la respuesta del sistema. En el caso de problema directo de flujo en medio
poroso, la ecuacion aresolver es[8], [9], [10]:

SS?::V(KVth en Q 4

siendo h [L] € nivel piezométrico en e dominio, K € tensor de conductividad
hidraulica y g un término fuente/sumidero, representando la recarga instanténea por
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unidad de longitud, superficie o volumen, segiin la dimensién del problema S [LY
denota el coeficiente de almacenamiento especifico.

Para resolver la ecuacion (4), deben especificarse las condiciones iniciales y de
contorno del problema:

Condicioninicia: h(x,0)=hg(x) xe Q (5)

Condicionesde contorno: (KVh)n=o(H-h)+Q enT (6)

donde T" representa e contorno de Q, n es un vector unitario normal a I" hacia €
exterior de Q, Hy Q son € nivel y € caudal prescrito respectivamente, y o es un
coeficiente que determina el tipo de condicién de contorno, conocido en la literatura
como coeficiente de goteo (Tabla 1).

Tabla 1: Tipo de condicién de contorno en funcion del valor del  coeficiente de goteo.

Nombre Significado fisico
o=0 Neuman Caudal prescrito
o # 0,00 # 00 Cauchy Condicién mixta o de goteo
oL —> oo Dirichlet Nivel prescrito

Una vez definido el sistema de ecuaciones a resolver, teniendo en cuenta los
procesos fisico-quimicos que actlian sobre € medio a representar, puede obtenerse la
respuesta del mismo. Para la resolucion de dichos sistemas, es comun en hidrologia
subterranea el uso del méodo de los elementos finitos o bien el de las diferencias
finitas. Por su versatilidad para adaptarse fécilmente a contornos irregulares, en €
programa donde se ha implementado el agoritmo hibrido, se ha adoptado € método de
los elementos finitos para la discretizacion espacial del dominio.

En e programa desarrollado [8], [11], se utiliza dicho método en la discretizacion
espacial y el método de diferencias finitas ponderadas en latemporal. Concretamente, se
usa lavariante de Galerkin de elementos finitos [8]-[11], mediante €l cual y tras algunas
mani pulaciones se llega a la siguiente expresion:

Awmmm?im)mg ©)

donde las matrices A y D dependen del tipo de elemento, de los parametros de flujo y
de la variable de estado (cuando el problema de flujo esno lineal) y h es un vector que
contiene los niveles piezométricos en los nodos del dominio discretizado. Aplicando
ahora diferencias finitas en € tratamiento temporal, se obtiene la expresion mas general
parala ecuacion de flujo, en régimen transitorio no lineal:

k+1 k
h -h

k+1 k+e k+6 k+e k+6  k+e
f(h )=Ah )h +D( ) b (h )=0 en Q 8
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k+B k+1 k . 0
donde h  =Bh +@-B)h, SIendoB:{ 9
€

Laresolucion del sistema (8) se basa en la actualizacion de forma iterativa del vector
de incrementos, Ah***'*!, basandose en la aproximacion previa de f(h“**"), segtn:

af (hk+l,l )

k+L1+1 _ k+1,1
o Ah f(h*™") (20)

En la expresion anterior, los superindices (k+1) y (I+1) denotan € tiempo de
resoluciéon y e numero de iteraciéon de problema no linea en dicho tiempo,
respectivamente. Dicho sistema de ecuaciones se resuelve iterativamente hasta que se
alcanza la convergencia, obteniéndose h***. La formulacion representada en (10) se
corresponde con € método de Newton Raphson completo, pues se evalla € jacobiano
del sistema no lineal de ecuaciones en cada iteracion. Existen numerosas alternativas
para su resolucién en funcién de este criterio, tales como el método de latensién inicial,
método de la secante, de longitud de arco, etc. Si bien estos Ultimos son menos costosos
en cuanto a tiempo computacional de evaluacion de derivadas, € nimero de iteraciones
allevar a cabo es mayor, s se pretende obtener la misma precision en los resultados.

En laexpresion (8) los parametros 6 y e se utilizan en la ponderacion tempora y en
el cdlculo del nivel del cua dependen los parametros, respectivamente. Este Ultimo es €
nivel en € que se evallan las matrices de flujo A y D, asi como € vector término
independiente b, o de fuentes/sumideros. El sistema de ecuaciones suele evaluarse en un
tiempo intermedio, esto es, para 6 =0.5, esquema conocido como de Cranck-Nicholson.
En cambio, un valor de 6 =0 representa el esquema de diferencias finitas hacia delante
en el tiempo (explicito), y un vaor de 6 =1 hacia atras en e tiempo (implicito).

Pinder y Gray [10], proponen la evaluacion del nivel aresolver y del utilizado en la
evaluacion de las matrices de flujo y término independiente, en tiempos distintos, en
funcion de los parédmetros 6 y €. Segun Galarza[11], e esquema de Cranck-Nicholson
presenta un excelente comportamiento, desde el punto de vista de la precision adquirida
en laresolucion del sistema, y €l valor de € debe ser préximo a 0.5, si bien este Ultimo
valor depende de laformulacion del problema.
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2.2 EL PROBLEMA INVERSO. FORMULACION

El problema inverso consiste en obtener un estimador de los parametros de la
ecuacion que representa €l problema fisico a modelar, utilizando informacién previa
sobre los mismos (obtenida, por gjemplo, mediante ensayos de campo o de laboratorio,
o bien a partir de la experiencia del modelizador), su estructura de correlacion, asi como
informacion acerca de la variable de estado.

El problema inverso en e contexto de la hidrologia subterrdnea [1], consiste en la
estimacion de los parametros de un acuifero (transmisividad, almacenamiento, etc.), a
partir de medidas directas de los mismos y de variables dependientes de ellos, tales
como niveles, concentraciones, etc.

Existen distintas formulaciones del problema inverso [3],[12]-[14]. En lo que sigue,
se adopta la formulacién propuesta por Carrera’y Neuman (1986), basada en €l método
delaMaxima Verosimilitud, incorporando informacion previa.

La verosimilitud L(p\z*) de una hip6tesis sobre los vaores de los pardmetros p,

dados los datos z =(h",p’) y una estructura del modelo prefijada, se define como
proporciona a f (z*\p), funcion de densidad de probabilidad de haber observado z',

dados los parédmetros p, de acuerdo con algun model o estadistico.

Asi, la estimacion por méxima verosimilitud consiste en hallar p de forma que el
valor de L(p‘z*) sea maximo.

Para completar los datos, es necesario especificar el vector z y la estructura de
correlacion o de error de las componentes de dicho vector. En adelante, se supondra que
Z - z(p) sigue una distribucion multigaussiana con media nula, con lo que dicha
estructura queda completamente definida mediante la matriz de covarianza. La hipétesis
de multinormalidad viene avalada por €l teorema central del limite, € cual demuestra
que un gran nimero de pequefios errores en la medida de las componentes de z se
puede aproximar por una distribucion multigaussiana de media nula. Por otra parte, la
hipétesis de una distribucion de probabilidad conocida permite el calculo de intervalos
de confianza de la estimacion de pardmetros y la realizacion de tests de hipétesis [13].

Es conveniente (sin pérdida de generalidad), suponer que la matriz de covarianza
puede expresarse como:

C,= Ghzvh

11
C, =0V, ()

donde Cy, y C; son las matrices de covarianza de niveles y de la informacion previa
asociada a i-ésimo tipo de parametros, respectivamente. Vy, y V; son matrices conocidas
y definidas positivasy o, y o, son escalares desconocidos. Las matrices Vi, y Vi suelen

obtenerse a partir de algiin model o geoestadistico, por € emplo, mediante kriging.

-10-
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Con las hipGtesis anteriores y suponiendo multinormalidad, la verosimilitud de p
dado z', se expresa como:

L(pz* ): (Zn)‘% \C\_g exp[(z _7 )t c’ (z- 7 )] (12)

siendo N el nimero total de datos. En general, las medidas de niveles y parametros no
estén correlacionados en e dominio. Asi, sin pérdida de generalidad, puede suponerse

que C esdelaforma:
c-{< O (13)
0 C,

En la expresiéon anterior, Cy, representa la matriz de covarianza de las medidas de
niveles y C, las referentes a los parametros. Esta matriz puede considerarse diagonal
por blogues, suponiendo que las estimaciones previas de los distintos pardmetros no
estan correl acionadas.

Considérese lafuncion S, definida como:
s=-2n(L (pz")) (14)

Es evidente que maximizar la verosimilitud L, equivale a minimizar S. Sustituyendo
(12) en (14), se obtiene:

S= NIn(2n)+(h—h*)‘Cgl(h—h*)+Z(pi -p/) i, -p ) +In(cic,|) (15
Definiendo ahora las componentes de niveles y de parametros como:

S, =(-h")'V* (h-h") (16)

S = -p)VIP-p) (17)

Puede entenderse que las dos expresiones anteriores corresponden a las componentes
de lafuncién aminimizar referidas aniveles y a pardmetros, respectivamente, obtenidas
por minimos cuadrados ponderados de la diferencia entre los valores calculados y los
medidos. Sustituyendo las expresiones (16) y (17) en (15) y teniendo en cuenta (11), se
obtiene:

S:jz]+z;+anVh)+i2InQVi)+ n, |”(Gﬁ)+zi,ni In(6?)+ NIn(2r) (18)

En la expresién anterior, los escaares n; y n, representan € nimero de datos
asociados al i-ésimo parametro y a niveles, respectivamente, de forma que N=np+ 2 n,
i

-11 -
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Suponiendo conocida la estructura estadistica (las matrices V,,V; y los escalares 6y, y
Gi ), laexpresion anterior se reduce &

5=5n+23~|3+ﬂ (19)

donde € funciona S eslafuncién a minimizar o funcion objetivo, S, es la componente
de la funcion objetivo referente aniveles, S la correspondiente a pardmetro i-ésimo, 3

un término constante y los escalares A, se definen como:
A=— (20)

Asi pues, la resolucion del problema inverso en su formulacion segin e método de
Maxima Verosimilitud, se transforma en la minimizacion de un funcional dependiente
de los valores de parametros y niveles calculados y medidos y de la estructura de
correlacion entre los mismos. Es decir, se convierte en un problema de optimizacion
continua, € cual puede ser abordado de numerosas formas, como se muestra en €
capitulo siguiente.

-12-
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CAPITULO 3. ESTADO DEL ARTE DE LOS
ALGORITMOSDE OPTIMIZACION

3.1 INTRODUCCION

En € capitulo anterior se vié que la resolucion del problema inverso se reducia a la
minimizacion (optimizacion) de una funcién objetivo. Dicha funcion se expresaba
como:

S=§,+2AS+p (21)

-13-
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Atendiendo a la dependencia respecto de los parametros, esta funcion se compone de
dos partes bien diferenciadas [2]:

- La primera, (término S, ) es una funcion cuadrética del residuo de niveles.
Puesto que, en general, la dependencia de h con respecto a los parametros del
modelo p es no lineal, este primer sumando es una funcion no cuadrética y por
tanto, no puede recurrirse a un método directo para el calculo del minimo de S

- Lasegunda parte representa |la contribucion directa de |os parametros a la funcion
objetivo, siendo una funcién cuadratica de |os mismos.

En consecuencia, la funcién a minimizar es no cuadrética con respecto a los
parametros del modelo (a través de h), por 1o que no es posible minimizarla de forma
directa, debiendo recurrir a métodos iterativos.

El presente capitulo se inicia con un breve repaso de los diversos métodos de
optimizacion, estableciendo en primer lugar, una clasificacion de los mismos, en
funcién del grado de informacion que precisan sobre S para describir en secciones
posteriores |os més cominmente utilizados en la resolucién de problemas de ingenieria

3.2 BREVE REPASO DE LOSMETODOS DE OPTIMIZACION

En primer lugar, resulta conveniente establecer una distincion entre los métodos de
optimizacion continua y los de optimizacién combinatoria. Dentro del primer grupo, se
encuentran los bien conocidos de gradientes, Newton, etc.

Los métodos de optimizacion continua encuentran la solucion a partir de informacion
sobre las derivadas de la funcién, como se verd més adelante. Los de optimizacion
combinatoria que consideraremos aqui, generan posibles soluciones de forma aleatoria.
Ambos generan una sucesion de vectores de pardmetros p, que debe converger a p,

punto en el espacio de parametros donde se alcanza e minimo de la funcién objetivo.
Los del primer grupo utilizan informacion sobre derivadas para generar la siguiente
configuracion, mientras que los del segundo lo realizan de forma aeatoria. Los métodos
de optimizacién combinatoria se han venido aplicando tipicamente a problemas de
variable discreta, si bien, comienzan a utilizarse, con mayor o menor fortuna, en
problemas de variable continua [15]-[19].

Como se muestra en la Tabla 2, los métodos de optimizacion sin restricciones se

pueden dividir en cuatro grandes grupos, atendiendo a la informacion gue precisan de la
funcion (21) o de su componente de niveles[20], [21].

-14 -
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Tabla 2: Descripcion de los métodos de optimizacion en funcion de lainformacion que
precisan acerca de la funcion objetivo.

Informacion que precisan Ejemplos
Busqueda aleatoria,
Deorden 0 S algoritmos genéticos, etc.
Deorden 1 Sy su gradiente Métodos de gradiientes

conjugados y cuasi-Newton

S su gradiente y lamatriz
Deorden 2 hessiana (o0 una
aproximacion de la misma)

Newton, Gauss-Newton,
etc.

Dado que, en algunos métodos resulta necesario el célculo de derivadas de la funcion
objetivo, en la siguiente seccion se presentan |os métodos més usual es para obtenerlas.

3.3CALCULO DE DERIVADAS

El problema puede abordarse segiin dos perspectivas bien diferenciadas. La primera
de dllas cacula la derivada de forma aproximada, mientras que la segunda realiza el
cadlculo de forma analitica, bien por derivacion directa o bien através de las ecuaciones
de estado adjunto.

3.3.1MEDIANTE COCIENTESINCREMENTALES

La derivada de una funcién f(x) con respecto a la componente X;, en un punto Xo,
puede aproximarse por un cociente incremental como, por € emplo:

of (X +AX)—f(Xy —AX;)
X, 2AX;

+0O(AX,?) (22)

Este método presenta dos grandes problemas. El primero de ellos es € gran esfuerzo
computacional que requiere, pues para el calculo de gradiente, debe evaluarse lafuncién
objetivo 2*n veces, siendo n el nimero de pardmetros a estimar. Por otra parte, la
magnitud Ax, ideal es desconocida Asi, un valor grande produce un elevado error de

truncamiento (@(Axiz) ), mientras que un valor pequefio provoca errores de redondeo.

El valor 6ptimo varia de una componente a otra y, para cada una, dentro del espacio de
parametros. Por €llo, a veces es preciso probar més de un valor.

-15-
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3.3.2MEDIANTE DERIVACION DIRECTA

En el caso més general, la ecuacion de estado, mediante la que se obtiene la respuesta
del sistema, presenta la siguiente forma (el desarrollo se muestra en régimen
estacionario, por simplicidad):

K (X) w(x)=b(x) (23)

donde K es la matriz de resolucion del sistema, w es la variable de estado, x contiene
los pardmetros y b representa los términos fuente/sumidero.

Lafuncion objetivo S, como se vio en el capitulo anterior, esde laforma:
S=S(x,w) (24)

Asi, es sencillo calcular las derivadas de la funcion objetivo con respecto a los
pardmetros.

dS 0S 9Sdw
b Tt 25
dx oJx Jw oXx (29)

Por derivacion directa de la ecuacion de estado, podemos obtener las derivadas de la
variable w con respecto alos pardmetros x:

ow odb oK

Obsérvese que la matriz de resolucién para obtener dichas derivadas (solucion del
sistema (26)) es la misma que para la resolucion del problema directo. Asi, e esfuerzo
necesario para €l calculo del gradiente, una vez resuelto e problema directo, equivale a
resolver n sistemas de ecuaciones, siendo n la dimension de x.

3.3.3MEDIANTE LASECUACIONESDE ESTADO ADJUNTO

Una buena estrategia para €l clculo del gradiente es mediante el método de estado
adjunto. Su derivacion, gue aqui se muestra también en régimen estacionario, se basa en
que laminimizacion de la funcion objetivo (21), viene restringida por |as ecuaciones de
estado (23), que pueden considerarse como restricciones de igualdad [22]. Asi, €
problema de minimizacion de lafuncién objetivo, puede plantearse como:

L = S+ (K()w(x)—b(x) (27)

-16-
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Denotando por y(w, x) las ecuaciones de estado:
y(w,x) = K(x)w(x) -b(x) =0 (28)

Las derivadas de L con respecto a los parametros del modelo se pueden escribir, tras
reordenar términos, como:

oL 9dS ,toy (0SS ,toy \ow
T2 T T2 |9
ox ox " ax +(aw T aw ) oX (29)
Por otra parte, el gradiente puede expresarse como:
_dS_dL _dS xtal (30)

97 “ox  ax Y ax

Dado que se pretende evitar € caculo de aaw por ser la parte mas costosa, se
X

impone que:

LW __9S

— 31
ow ow (3D

La expresion anterior se conoce como las ecuaciones de estado adjunto, a partir de
las cuales, una vez obtenido € vector A puede sustituirse en la ecuacion (30),

obteniéndose el gradiente. Dado que g\lf =K, resulta que €l esfuerzo necesario para el
W

ciculo del gradiente se limita a de resolver un sistema de ecuacioens (31), y

multiplicar la solucion del mismo por aallf , Segun la ecuacion (30).
X

3.4 METODOS DE PRIMER ORDEN

Entre ellos, se destacan, por su uso tradicional en la resolucion de problemas de
ingenieria, los métodos de gradientes conjugados Yy los de cuasi-Newton. Estos ultimos
se basan en conseguir informacion sobre la curvatura de la funcion objetivo utilizando
los valores del gradiente y de la misma funcion en iteraciones anteriores, considerando
una aproximacién de Taylor de orden 1, obteniendo de este modo una aproximacion de
la curvatura de S en un punto. En este tipo de métodos, la matriz hessiana se aproxima
de forma muy simple, actualizandola en cada iteracién mediante una matriz simétrica
definida positiva. Los métodos de gradientes conjugados realizan una busqueda del
minimo segun direcciones conjugadas (ortogonales entre si respecto de la métrica
definida por una aproximacion a la matriz hessiana de S ). Dicha aproximacion se
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actualiza también de iteracion aiteracion, tal y como ocurre en el caso de los métodos
tipo cuasi-Newton.

3.5 METODOS DE SEGUNDO ORDEN

Mediante una aproximacion de Taylor de segundo orden, se redliza una
aproximacion de la funcion objetivo en cada iteracion. Por ello se necesita conocer el
gradiente y la matriz hessiana de la funcién en cada iteracion, siendo la evaluacion de
esta Ultima especia mente costosa (en términos de esfuerzo computacional) de evaluar,
generalmente.

Ademas, si lamatriz hessiana no es definida positiva, el método presenta dificultades
de convergencia a la solucién. Esto Ultimo puede suceder si los valores iniciales de los
pardmetros estan muy alejados de la solucion real.

3.6 METODOS DE ORDEN CERO

Pese a que més tarde se insistira sobre ellos, valga decir agui que requieren evaluar la
funcién objetivo en muchas mas ocasiones que con un método que utilice informacion
de derivadas. En este caso, la evaluacion de la funcidn descrita en (21) es costosa, |0
gue hace gque, ademas, sean bastante lentos. Los métodos de optimizacion combinatoria
suelen englobarse en este grupo, si bien, alguno de ellos (en su concepcidn origina),
como e Simulated Annealing, puede utilizar informacién sobre las derivadas, como se
VEra en secciones posteriores.

3.7 COMPARACION ENTRE LOSDISTINTOSMETODOS

En la presente seccidn, se pretende establecer una comparacién cualitativa entre los
distintos métodos, remarcando las ventagjas e inconvenientes de cada uno de ellos, para
justificar, de forma natural, la definicién de un algoritmo hibrido. Dicha comparacion
se basaen laexperiencia adquirida, asi como lareflgjada en laliteratura, y se realizaen
términos de robustez en la convergencia, asi como en términos de coste computacional .

- Como ya se ha dicho y se vera mas adelante, los métodos de orden cero

presentan una velocidad de convergencia lenta, s bien agunos de ellos poseen
propiedades atractivas de convergencia.
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- Contrariamente a lo que pueda parecer, €l método de gradientes conjugados es
un mal método, poco robusto y lento en la convergencia, tal y como demuestra
Cooley [23], pues direcciones de busqueda consecutivas son ortogonales. Para huir
de este tipo de restricciones de velocidad de convergencia, Fletcher (1981) [20],
recoge NUMerosas aproximaciones que salvan este problema

- Los métodos de Gauss-Newton suelen utilizarse para la minimizacion de
funciones que se pueden expresar en la formar'r, siendo r un vector de residuos
ponderados (diferencia ponderada entre valores calculados y medidos en nuestro
caso, tal y como se deduce la expresion (19) ). Para este tipo de funciones, la matriz
hessiana se expresa como:

H :23‘J+22rV2r (32)

siendo J la matriz jacobiana de r. En la expresion anterior se observa que la matriz
hessiana esta formada por la suma de dos matrices. La primera de ellas contiene
exclusivamente informacion de las derivadas de primer orden y la segunda se obtiene
a partir de derivadas de segundo orden y de los valores de los residuos. Los métodos
de Gauss-Newton consideran una aproximacion a la matriz hessiana formada por la

primera de las componentes (2JIJ). Dichos metodos son similares al de Newton

diferencidndose en € célculo de la matriz hessiana, que en €l Ultimo es exacta 'y en
los primeros una aproximacion. La ventaja del método de Gauss-Newton respecto
del de Newton es que no necesita € calculo de derivadas de segundo orden, que son
muy costosas de obtener. Respecto a los de cuasi-Newton, la ventgja reside en una
mejor convergencia, en general, por emplear una aproximacion mejor de la matriz
hessiana. En cierto modo, este método conjuga la ideas de los métodos de Gauss-
Newton y las de los métodos de gradientes, procurando corregir los fallos de
convergencia o la lentitud de la misma que estos presentan. No obstante, presenta
serios problemas cuando la aproximacion a la matriz hessiana es singular o préxima
a serlo. Por este motivo, se ha escogido como método € de Levenberg-Marquardt, el
cual, como se verd en la siguiente seccion, no presenta tantos problemas de
singularidad de la matriz usada en la resoluciéon del sistema cuya respuesta es €l
vector de actualizacion.

3.8EL METODO DE LEVENBERG-MARQUARDT

Este método es un caso particular de los de paso restringido, los cuaes intentan
reducir las dificultades de convergencia de algunos métodos basados en aproximaciones
cuadréticas de la funcion objetivo, intentando restringir el paso a entornos en los que es
valida esta aproximacion.
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El método de Levenberg-Marquardt resuelve el sistema de ecuaciones siguiente [24]:

(H ® 4 0] )Ap(m =—g® (33)

siendo H® la matriz hessiana en el punto (en el espacio de pardmetros) p o una
aproximacion de lamisma, g e gradiente en lak-ésimaiteracion, Ap® el incremento
de parametros ( p**P=p® + Ap® )y u® un escalar positivo que se actuaiza de
iteracion a iteracion mediante criterios empiricos, de los que se hablard mas adelante.
Este controla la direccion del vector de actualizacion. Si u™ =0, e método de

Levenberg-Marquardt se convierte en e de Gauss-Newton. En cambio, s u® aumenta,

disminuye e modulo del vector de actualizacion y su direccion se aproxima a la del
gradiente de lafuncion objetivo (Marquardt, 1963).

Buscando una mayor robustez, € sistema que se resuelve no es e de la ecuacion
(33), sino que se escalan las derivadas de la funcién, respecto de los coeficientes de la
diagonal de lamatriz hessiana, resultando €l sistema:

(EHE™ +ul)E*Ap=-Eg (34)

donde

siendo Hj; e elemento de lafilai, columna j, de la matriz hessiana y la expresion o,

representa la delta de Kronecker, esto es, tiene valor unidad s i=j y valor nulo en caso
contrario.

3.9 CRITERIOSDE CONVERGENCIA

El objetivo consiste en obtener una sucesion de puntos del espacio de parametros,
convergente a un valor tal que la sucesion de valores imagen (de funcién objetivo) sea
decreciente y convergente a valor minimo de la funcién. Desde € punto de vista
numerico, la convergencia no esta ain completamente definida, dado que, en primer
lugar, no es posible generar la sucesion de puntos en e espacio de parametros de una
forma completa, siendo Unicamente posible evaluar € valor imagen de un nimero finito
de ellos. Lo que representa un criterio de convergencia cualquiera es, en realidad, un
criterio de paradaen €l algoritmo, el cua seraldgicamente coherente con lainformacion
adquirida hasta la iteracion en curso. Obviamente | os criterios idoneos serian del tipo:

f(p,)-f(p)<e (36)

P, -p|<e (37)
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siendo pel punto en € espacio de parametros cuya imagen se corresponde con
minimo de f. No obstante, este tipo de criterios no son factibles, pues no se conoce ni
dicho punto p ni & minimo de lafuncion objetivo, dado que éstos son precisamente |os
gue se buscan.

Los criterios mas comunmente utilizados son [8]:

a [o/<e: (Norma del gradiente)
b) f (pk: (_ f ()p"+1) <eg, (Reduccién relativa del valor de la funcién objetivo)
P
C) Pra =P <g, (Variacion relativa de pardmetros en iteraciones sucesivas)
P
d) gk <eg, (Variacion relativade lanorma del gradiente)
1

En muchas ocasiones, € proceso no se detiene por la simple verificacion de uno de
los criterios en una iteracion, sino cuando se verifica uno de ellos en més de una
iteracion. Un problema adicional, y de dificil solucién, estriba en la eleccion de los
parametros de convergencia ¢, adecuados.

En cuanto a pardmetro de Marquardt, este se actualiza (si cabe) de iteracion a
iteracion como se explica a continuacion. Uno de ellas verifica, en primer lugar, s la
funcion objetivo se aproxima a una funcidn cuadrética pues, en tal caso, un vaor nulo
del parametro de Marquardt resultaidoneo. Esta comprobacion se realiza comparando €l
valor de la funcién objetivo en dos iteraciones sucesivas con su desarrollo de Taylor de
segundo orden.

Del desarrollo de Taylor de lafuncion objetivo en un punto p, setiene:

(

k+1) (k) (k) (k) 1 )t (k) (k) (k) 3
s ) =50 +9"ap" + 2 ap" 1 ap" +o(ap") (39)

S la funcién objetivo fuera cuadréatica, € dltimo término, correspondiente al
infinitésimo de tercer orden del desarrollo, serianulo, por lo que:

(k+D) (k)
R Gl B CLO N

g“"Ap‘k’ +;Ap(k)tHAp(k)

(39)

., . . , . t .
En la expresion anterior no es necesario calcular @ término Ap®™ HAp™® s se

considera la aproximacion del hessiano antes comentada. Por otra parte, no se permite
una variacion libre en los parametros, sino que se controla su variaciéon relativa de
iteracion a iteracion mediante un porcentaje fijado a priori [2], [8]. Asi, se calcula un

-21-



Capitulo 3. Estado del arte de los algoritmos de optimizacion

factor e (0,1] por el que se multiplica € vector incremento de parametros. De esta
forma, €l incremento real de los pardmetros es:

AQk = O‘Apk (40)

Tras algunas manipulaciones de la expresion (39), utilizando (34), (35) y (40), se
obtiene la siguiente expresion:

o= S(p*™*) - s(p®)
41
g(k)‘Aq(k)(l—;a)—qu(k)thAq(k) (41)

En general, e coeficiente calculado sera distinto de la unidad. En funcion de su
diferencia en valor absoluto con respecto a dicho valor, se aumenta o se disminuye €l
valor de parametro de Marquardt, multiplicandolo o dividiéndolo por factores
predefinidos. Se disminuye en el caso de que €l valor calculado en (41) esté préximo a
launidad (buena aproximacion cuadratica), y multiplicandolo en caso contrario.

Otro criterio utilizado para la modificacion del pardmetro de Marquardt consiste en
analizar el dngulo formado por el gradiente y el vector de actualizacién. Localmente, la
direcciéon del gradiente cambiado de signo es la de maximo descenso de la funcion
objetivo pero, en muchas ocasiones, € vector de actualizacion queda fuera del entorno
donde esta afirmacion es cierta. A pesar de ello, tampoco es conveniente que ambos
vectores formen un angulo superior a noventa grados. Asi, se aumenta e parametro de
Marquardt si dicho angulo es aproximadamente de noventa grados.

3.10 OPTIMIZACION COMBINATORIA. MEJORA ITERATIVA

Hasta e momento, se han enunciado algunos de los pormenores de los métodos de
optimizacion continua més comunmente utilizados. Se produce ahora un sato
cualitativo, pues los métodos de optimizacion combinatoria no suelen utilizar
informacién acerca de | as derivadas. Un nexo comin atodos ellos es la evaluacion de la
funcién objetivo en puntos pertenecientes al espacio de pardmetros generados (en la
mayoria de los casos ) de forma aleatoria. En la presente seccion se describe en detalle
el proceso seguido por dos de estos métodos, la mejora iterativa y e Simulated
Annealing.

La aplicacién de la mejora iterativa presupone e conocimiento de las posibles
configuraciones (puntos del espacio de parametros), de la funcion de coste o funcién
objetivo y de un mecanismo de transicién que permita obtener una configuracion nueva
(valores de los parametros) a partir de la anterior, perturbada de algin modo.

La meora iterativa puede describirse como sigue: partiendo de la configuracion

actual, e mecanismo de transicion genera un entorno de la misma. Dicho entorno
engloba todas las posibles configuraciones alcanzables a partir de la actua, tras una

-22-



Capitulo 3. Estado del arte de los algoritmos de optimizacion

transicion o perturbacion. Se €lige aeatoriamente una nueva configuracion
perteneciente a dicho entorno y se evalliala funcién objetivo en la configuracion creada.
Si este valor es menor que el anterior, se acepta como buena la nueva configuracion; en
caso contrario, Se genera una nueva configuracion a partir de la Ultima buenay se repite
el proceso, € cua termina cuando e valor de la funcién objetivo asociado a una
configuracion es menor que el de todas sus vecinas.

L os inconvenientes de este método son evidentes:

1.- Por definicion, el algoritmo converge a un minimo, aungue no se conoce s €
valor a que se ha llegado corresponde a un minimo local o global. Ademas,
aunque se conociera, no existe ninguna informacion acerca de la desviacién
entre los minimos local y global.

2.- El vaor fina de la funcion objetivo suele depender de la configuracién inicia
(valores inicides de los parametros). Ademés, no suele disponerse de
informacion parala el eccion de ésta.

3.- En general, e consumo computacional es elevado, sin garantia alguna de
convergencia.

Sin embargo, la ventgja més clara que presenta €l algoritmo de la mejora iterativa es
su aplicabilidad a cuaquier problema formulable en términos de optimizacion
combinatoria. Para €ello, Unicamente se precisa de un espacio configuracion, de una
funcién aminimizar o funcion objetivo y de un mecanismo de transicion.

Para eludir las desventgjas antes comentadas, existen diferentes alternativas [25],
[26]:

1.- Ejecutar € agoritmo para un elevado niumero de configuraciones iniciales, por
gjemplo, uniformemente distribuidas en el espacio de parametros. Esto provoca un
incremento considerable en el tiempo de computacion necesario. De todas formas,
como en € caso anterior, el éxito en & proceso dependera de la topologia de la
funcion objetivo.

2- (Refinamiento del punto anterior). Utilizar informacién adquirida en pasos previos
del agoritmo en la eleccion dela configuracion inicial del paso siguiente.

3.- Introducir mecanismos de transicion méas compleos o, equivalentemente, generar
las vecindades de mayor extension, de forma que dotemos a agoritmo de
capacidad de eludir los minimos locales correspondientes a un mecanismo de
generacion mas simple. Sin embargo, esta alternativa no erradicala posibilidad de
gue € algoritmo guede estancado en un minimo local no deseado. Por otra parte,
la eleccion de los pardmetros del mecanismo de generacidén requieren el
conocimiento de latopologia de la funcién objetivo.

4.- Aceptar transiciones en las que haya un incremento positivo de la funcién
objetivo, si bien, por definicion, dgjade ser mejoraiterativa.

La segunda y tercera alternativas son fuertemente dependientes del problema a
resolver, con lo que restringe la aplicabilidad del algoritmo.
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3.11 SSIMULATED ANNEALING

Un agoritmo que utiliza la cuarta aternativa propuesta en € apartado anterior (si
bien cuenta con la posibilidad de utilizar las cuatro) ha sido descrito por van Laarhoven
& Aarts [26] (1987), que en su manuscrito “Smulated Annealing. Theory and
Applications’ sintetizan los resultados obtenidos hasta aquel momento. No obstante,
resulta complicado atribuir una paternidad a algoritmo pues, uno de los primeros
resultados fue obtenido por Metropolis en (1953). Entre ese momento y la actualidad,
las apariciones en la literatura son esporadicas y de distinta indole. Uno de los campos
donde mayor utilidad esta prestando este algoritmo es en biomedicina, con numerosas
publicaciones en los Ultimos afios.

Dicho algoritmo recibe otros nombres como MonteCarlo annealing, enfriado
estadistico, escalada probabilistica o hill-climbing, de relgjacion estocéstica, etc. Como
se vera més adelante, las soluciones obtenidas mediante SA no dependen de la
configuraciéon inicial escogida y, usuamente, se obtiene un minimo proximo al
analitico, siendo ademas posible acotar e tiempo computacional exigido por €l
algoritmo mediante una funcion polinomia dependiente de las dimensiones del
problema a resolver. Este método puede entenderse como una generalizacion de la
mejora iterativa, si bien, pese atener una mejor capacidad de convergencia, es algo mas
lento que aquél.

El Simulated Annealing (SA) o recocido simulado se basa en la analogia entre la
simulacion del recocido de solidos y la resolucion de problemas de optimizacion
combinatoria a gran escala. En Fisica, € recocido denota el proceso por € cua un
sdlido en un bafio de calor se calienta por incremento de temperatura del mismo, hasta
una temperatura méxima para la cual las particulas del solido pierden su coherencia o
estructura, pasando a un estado de entropia o desorden maximo. Acto seguido, se aplica
al cuerpo un enfriamiento, disminuyendo la temperatura del bafio de calor lenta y
paulatinamente. Asi, se produce un reordenamiento de las particulas del sélido hacia un
nuevo estado de minima entropia (a fina del proceso), suponiendo que la temperatura
inicial del bafio haya sido lo suficientemente alta y e proceso de enfriamiento lo
suficientemente |ento.

Partiendo de un estado de méxima temperatura, €l proceso de recocido puede
describirse como sigue. Para cualquier valor de la temperatura T, se permite al solido
alcanzar e equilibrio térmico caracterizado por la probabilidad de estar en un estado
con un nivel de energia E. Debido a elevado nimero de atomos del solido, solo es
“observable” € comportamiento mas probable del mismo. Es conocido que esta
densidad de probabilidad se gjusta a la distribucién de Boltzmann, la cual se expresa
como:

f(E):Z(lT)eXp(_kET) (44)

En laexpresion anterior Z(T) es el llamado factor de normalizacion, también llamado
funcién de particion (de valor kT) y k es la constante de Boltzmann. El factor
exponencial es asimismo conocido como €l factor de Boltzmann.
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A medida que la temperatura decrece, la distribucién de Boltzmann se concentra en
los estados de minima energia o entropia para, finamente, cuando la temperatura se
aproxima a la minima necesaria, Unicamente los estados de minima energia tienen
probabilidad no nula de ser alcanzados. No obstante, aln cuando la temperatura es
minima, siempre existe una probabilidad de cambio de energia, que permite a sdlido
escapar de un minimo local de energia.

0.9
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PROBABILIDAD f(E)
0.4
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[ E———

0 10. 20. 30, 0. s 60,
ENERGIA (E)

Figura 1. Distribucion de probabilidad de Boltzmann

En la Figura 1 se describe la evolucion del proceso anterior. Para una temperatura
elevada, |a probabilidad de que la energia también lo sea es practicamente igua a la
unidad. En cambio, a medida que la temperatura decrece, la probabilidad de que la
energia sea el evada, disminuye considerablemente, segiin un factor exponencial.

Si el proceso de enfriamiento es demasiado rapido, es decir, s ho se permite al solido
alcanzar e equilibrio térmico para cada temperatura, los defectos pueden quedar
embebidos en la estructura del solido, credndose asi situaciones amorfas metaestables
dentro del propio cuerpo.

Para simular la evolucion hacia e equilibrio térmico de un solido para una
temperatura fija, Metropolis et a. (1953) proponen el método de MonteCarlo, €l cual
genera secuencias de estados del sdlido de la siguiente forma: conocido el estado actual
del sdlido, caracterizado por la posicion de sus particulas, se aplica una pequefia
perturbacion generada aleatoriamente. Si la diferencia de energia entre €l estado actua y
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el perturbado a partir de éste es negativa, la perturbacion conduce a un estado de menor
energiay €l proceso continlia a partir del estado generado. En cambio, si esta diferencia

de energias es positiva, entonces la probabilidad de aceptar el nuevo estado viene dada
por (44). Es decir:

o 1 AE
Pr{aceptacion} = mln{l, T exp( T ]} (45)

Este criterio de aceptacion es el conocido como de Metropolis y puede resumirse en
lafigurasiguiente.
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Figura 2. Probabilidad de aceptacion de un nuevo estado segun €l criterio de Metropolis

En la figura anterior se observa como incrementos negativos conducen a una
aceptacion segura de la nueva configuracion. La rama de incrementos positivos depende
de la temperatura en la que se encuentra el proceso. Asi, si la temperatura es elevada

(comienzo del proceso) la probabilidad de aceptacion es mayor que s la temperatura
fuese pequeiia (final del proceso).

Generadlizando a un problema de optimizacion cualquiera, las configuraciones
asumen el papel de estados del sdlido, mientras que la funcién objetivo asume € de
funcion de energia y la temperatura representa un pardmetro de control sobre la
evolucion del proceso. Asi, SA puede considerarse como una secuencia de aplicaciones
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del criterio de Metropolis, evaluados para valores decrecientes del parametro de control
(temperatura) [26].

El agoritmo puede resumirse como sigue: inicialmente, se asigna a parametro de
control, temperatura, un valor. Al igual que en la meora iterativa, se define un
mecanismo tal que, dada una configuracion determinada p;, pueda determinarse otra (p;)
perteneciente a un entorno de la primera. Esto Ultimo corresponde ala aplicacién de una
perturbacion de la configuracion p;. Sea Af =f (pj )—f (pi ); entonces, la probabilidad

de aceptar la configuracion p;, generada a partir de p;, viene dada por la expresion:

pr{aceptar P; }: min{l, 1exp( AT ]} (46)

KT kT

Como se observa en la Figura 2, la tendencia asintética de la exponencia negativa
hace que siempre exista una probabilidad no nula, por pequefia que sea, de alcanzar un
estado con incremento positivo en la funcion objetivo, 1o cual proporciona a método
una cierta capacidad de eludir los minimos locales.

Para cada valor del parametro de control, e sistema debe alcanzar € equilibrio
térmico. Una vez acanzado dicho estado, se disminuye € pardmetro de control T. Este
proceso se repite, aplicandose a val ores decrecientes de temperatura, finalizando con un
valor de la misma para €l cual, practicamente no se aceptan deterioros o incrementos
positivos en la funcion objetivo. La configuracién correspondiente a este estado final se
supone Optima, es decir, aquella que ofrece un valor minimo de lafuncion objetivo.

Al igual que ocurria con la mejora iterativa, se trata de un algoritmo completamente
general, capaz de resolver cualquier problema formulable en términos de optimizacién
combinatoria.

La comparacion entre SA y la mejora iterativa es clara. Basta, por gemplo, fijar
como nula la temperatura inicial y se anula la rama exponencial del criterio de
Metropolis, convirtiéndose asi la mejora iterativa en un caso particular de este
algoritmo. Puede entenderse entonces, SA como una generalizacién del anterior, donde
se acepta con probabilidad no nula, pero gradua mente decreciente, configuraciones que
provocan un incremento positivo de valor de lafuncién objetivo.

En cuanto a modelo matemético del algoritmo, puede aproximarse por una cadena
de Markov [26]-[28], pues ésta no es méas que una secuencia de intentos en el que €
resultado de una transicién depende Unicamente del resultado de la transicion anterior.
Es decir, SA es un agoritmo “sin memoria’. Ello implica que e resultado final no
dependera de los pardmetros iniciales dados. Sus propiedades de convergencia vienen
asociadas sobremanera a las propiedades de las matrices no negativas [29]-[31] y se
recogen en €l angjo del presente documento.

Los mecanismos de perturbacion serén tratados en profundidad en secciones

posteriores, donde se describird un nuevo algoritmo, hibrido entre SA y el método de
Marquardt, dado que utilizalos mismos patrones de perturbacién que SA.
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Para finalizar la presente seccion y a modo de gemplo, se describe uno de los
giemplos més conocidos en la rama de optimizacion combinatoria: €l Problema del
vigjante [26], [32].

El problema consiste en minimizar la distancia que debe recorrer un representante de
ventas, que debe pasar por un nimero determinado de ciudades una vez y sélo una. En
este caso la funcion objetivo es la suma de distancias a recorrer por €l vigante. Asi, s
(xi,yi), con i=1,N, son las coordenadas de los puntos de paso obligado (ciudades), la
funcién objetivo a minimizar se escribe como:

f =\/ E(Xi+l_xi)2 +(yi+l_yi)2 (47)

Logicamente, esa distancia total dependera del orden de recorrido de los puntos de
paso. Es precisamente esto Ultimo lo que se pretende establecer de forma que f sea
minima. Para hacerse una idea del nimero de configuraciones posibles a evaluar, para
N=10 ciudades, esta cantidad es superior a tres millones y medio de caminos diferentes
posibles.

En las figuras 3 y 4 se presenta un gjemplo con diez ciudades, cuyas coordenadas se
han escogido a eatoriamente en una cuadricula de 1* 1 (unidades arbitrarias).

1.00 1.00

0.80 0.80

0.60 0.60

0.40 0.40

0.20 0.20

0.00 0.00

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
Figura 3. Recorrido calculado a Figura 4. Recorrido obtenido al fina

temperatura elevada del proceso

En estas figuras puede observarse la evoluciéon del proceso. Para un valor medio
entre latemperatura inicia y lafinal (temperatura aln elevada), el camino calculado es
bastante cadtico, obteniéndose una distancia recorrida de 3.64 (Figura 3). En ese
instante, e nuimero de perturbaciones que provocaron un incremento negativo en la
funcion objetivo fue de 100, aproximadamente. En cambio, el camino final calculado
ofrece una distancia minima de 2.76, para un valor de la temperatura précticamente
nulo, en & que & nimero de movimientos satisfactorios era nulo, si bien seguian
aceptandose transiciones en las que la funcion objetivo aumentaba. Esta simulacion se
realiz6 mediante el agoritmo presentado en Numerical Recipes[32].
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CAPITULO 4. EL METODO HiBRIDO. DESCRIPCION E
IMPLEMENTACION NUMERICA

4.1.- INTRODUCCION

En e capitulo anterior se ha descrito con un cierto nivel de detalle € proceso que
siguen los algoritmos mas comunmente utilizados en la minimizacion de funciones;
asimismo, se han comparado entre €ellos, |legdndose a la conclusion de que los métodos
de optimizacion continua no suelen converger al minimo global de la funcién, ademés
de utilizar un considerable coste computaciona en e célculo de derivadas. Por otra
parte, los algoritmos de optimizacién combinatoria requieren un coste computacional
excesivo, s bien algunos de ellos aseguran (al menos en teoria) la convergencia al
minimo global. Finalmente, comparando las prestaciones de los distintos métodos, se
optd por el uso conjunto del método de Marquardt y del Simulated Annealing.
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En esta seccion, se presenta un algoritmo hibrido entre dichos métodos, que combina
las prestaciones de SA, a la hora de eludir los minimos locales, con la velocidad de
convergencia del método de Marquardt en un entorno del minimo, intentando mantener
un coste computacional razonable. Como se vera en secciones posteriores, el hecho de
anadir al méodo de Marquardt una carga de aeatoriedad mediante SA, no afecta
sobremanera a coste computacional del primero, pues éste es especialmente sensible al
tiempo utilizado en €l célculo de derivadas, no ala simulacion, en general.

4.2.- DESCRIPCION DEL METODO HiBRIDO

Inicialmente, debe proveerse a agoritmo de una configuracién inicia (juego de
pardmetros). Este calculard €l valor imagen de dicho punto en el espacio de parametros.
Posteriormente se aplica e método de Marquardt y se obtiene un nuevo juego de
pardmetros, que también sera evaluado. Llegados a este punto, se comparan ambos
valores de funcién objetivo y se opta por € juego de pardmetros que ofrecié el menor
valor de funcion objetivo. Esto se lleva a cabo durante la primeraiteracion que realiza el
método, y que resulta sensiblemente diferente del resto, pues no se aplica ningin
mecanismo de perturbacién, para no perder lainformacién inicia de los pardmetros.

A partir de la segundaiteracion, y durante el resto del proceso, € procedimiento es el
siguiente: se aplica una perturbacion a los pardmetros almacenados, creandose asi una
nueva configuracion, p’. Se evalta la funcion objetivo en dicho punto y se aplica el
método de Marquardt, obteniéndose p?. Seaf ~ e valor menor de la funcién objetivo
entre los obtenidos parap’ y p>.

Existen dos posibilidades:

- Laprimera de ellas se da cuando € valor antes mencionado es inferior a de la
iteracion anterior (caso de aplicar SA) o a mejor obtenido en todo e proceso
(caso de aplicar mejora iterativa). En este caso la iteracion se considera como
“buena’, pues lleva a un valor menor de la funcion objetivo. En este caso, se
almacenan los parametros y se chequea la convergencia del algoritmo. Por otra
parte, se comprueba el estado de equilibrio térmico, como se vera mas adelante,
y Si es necesario se disminuye €l valor del parametro de control (temperatura).

- En caso contrario (la funcién objetivo aumenta), se abren dos nuevas
posibilidades, en funcién de la probabilidad de aceptacién de Boltzmann:

a) Se acepta la nueva configuracion de pardmetros (la que proporciond f ) a
instancias de la probabilidad de Boltzmann (criterio de Metropolis). En este
caso se toman estos parametros como los iniciales para la siguiente iteracion,
pero no se actualiza € vector de los pardmetros “mejores’. Ademas, se
comprueba s €l algoritmo debe detenerse por problemas de convergencia.

b) Se rechaza la nueva configuracion, a instancias de la probabilidad de
Boltzmann. También en este caso se verifica si € agoritmo debe parar por
problemas de convergencia. Si no se detiene e proceso, los parametros
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obtenidos en esta iteracion se pierden, inicidndose la siguiente con los
parametros “mejores’ obtenidos hasta e momento, es decir, aguéllos que
dieron lugar alafuncién objetivo menor.

Inicio. Parametros iniciales
k=0

k>1

Perturbacion. pys1*

i
)

Enfriamiento Simulacion. h(py.Y),
S(p+t’, h(Prer?)), Hpwet?)

Marquardt. pys1>

Simulacion. h(pys?),
<gen> S{pres’s (Pt ), Apres)

P/ S=min( (P’ h(Prer')), SPiea’s N(PKe1?)) )

AS=S-S¢ 0 AS=S-gemaor

\\\ AS<0 >

AS>0
A L, Rechazo .

< Parada

Y
)

Fin. Parametros finales
S=minS

Figura 5. Diagramade flujo del agoritmo hibrido.
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En la Figura 5, se muestra € diagrama de flujo del método hibrido, donde se
observan las distintas partes del agoritmo, tal y como se ha descrito. S denota e valor
menor de la funcién obtenido en la iteracion k+1, de entre los calculados S(pi:1Y) ¥
Spr:12), p_ esel valor de los parémetros que dieron lugar aS 'y J lamatriz jacobiana.

El proceso continua hasta que en alguno de los chequeos, se verificala convergencia
0 se detiene por maximo nimero de iteraciones o de iteraciones fallidas, entendiéndose
éstas como aquéllas en las que se rechazo la configuracion obtenida.

A continuacion se presenta una breve descripcion del codigo de elementos finitos, a
partir del cual se desarrollé €l nuevo agoritmo. Dicho cédigo, de nombre TRANSIN-III
[8] fue desarrollado en laE.T.S.I.C.C.P.B.

4.3.- EL CODIGO TRANSIN I11

El codigo TRANSIN-III [8], en € desarrollo del cua e tesinando participa
activamente, resuelve las ecuaciones de flujo y transporte, tanto en el caso lineal como
no lineal y en régimen estacionario o transitorio. Asimismo, a partir de medidas de
niveles y/o concentraciones, se puede obtener una estimacion sobre los parametros de
las ecuaciones.

Como se eshozd anteriormente, € problema directo (simulacion) se resuelve
mediante el empleo del método de los elementos finitos (Galerkin), dada la versatilidad
gue estos tienen para adaptarse a contornos irregulares. Para un mayor nivel de detalle
acerca de la resolucion del problema directo, nos remitimos a segundo capitulo del
presente documento.

La formulacion adoptada para la resolucién del problemainverso esladel Método de
Méaxima Verosimilitud, con la incorporacion de informacion a priori acerca de los
pardmetros, como se documenta en € capitulo 2, utilizando el método de Marquardt
para el problema de optimizacién resultante.

La particularidad més relevante del cddigo utilizado es que la calibracion o gjuste de
los paréametros (de forma que la variable calculada o respuesta del modelo se gjuste ala
real o medida) se realiza de forma automética.

Dada la complejidad del proceso de modelacion, especiamente en su fase de
identificacion de procesos o de conceptualizacion, este codigo es especialmente Util,
pues libera al usuario de la pesada carga (y de los errores inherentes a un proceso
repetitivo) de modificar manual mente |os parametros en cada € ecucion del codigo.

Una vez comentadas |as particularidades del codigo, a continuacion se describen (de
formamuy sucinta) los distintos cuerpos que componen e programa.

El primero de ellos corresponde a la entrada de datos, la cual tuvo que ser
ligeramente modificada, para introducir las nuevas variables utilizadas por el método
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hibrido. El segundo de ellos, corresponde a la simulacion, en la que se calculan los
niveles y/o concentraciones (en funcion del problema a resolver) en cada nudo del
dominio discretizado. También se calcula en este cuerpo las derivadas (caso de aplicar
el método de Marquardt) y e vaor de la funcién objetivo correspondiente a la
configuracion actual.

El cuerpo de mayor relevancia para e tema que nos ocupa es € de gestion de
problema inverso, donde se aplica e método de Marquardt. Una de las particularidades
del mismo es que no sélo permite la estimacion de los parametros fisicos del modelo,
sino también la estimacion de pardmetros especificos asociados a funciones no lineales
[12] (caso deflujo y/o transporte no lineal).

Finalmente, cuenta con un cuerpo de calculo de balance de masas y otro de escritura
de resultados.

4.4.- IMPLEMENTACION DEL ALGORITMO

Las multiples opciones que permite € algoritmo radican en la posibilidad de usar
cualquier tipo de esquema de enfriamiento y de perturbacion. En la esta seccion, se
indican los esgquemas més frecuentemente utilizados y reflgjados en laliteratura.

4.4.1- ESQUEMASDE ENFRIAMIENTO

Recordamos que los objetivos de cualquier esqguema de enfriamiento son los
siguientes:

1) Cuando la entropia del sistema es maxima, se debe aceptar € mayor nimero de
configuraciones posibles, aunque éstas produzcan incrementos positivos en la
funcion objetivo (aunque sean muy grandes). Esto se consigue mediante una
temperaturainicia suficientemente alta.

2) Controlar laevolucion del proceso, es decir, rebagjar la temperatura de forma que
en cuaquier paso la misma se alcance e equilibrio térmico. Asi, a final del
enfriamiento, no deben permitirse perturbaciones que provoquen incrementos
positivos en la funcion objetivo.

3) Controlar e tamafio del entorno en e que se generaran las nuevas
configuraciones. Asi, atemperatura alta, el radio de busgueda (radio del entorno)
debe ser grande, para dotar de una buena movilidad a sistema, mientras que, a
bajas temperaturas, esto es, a fina del proceso, dicho radio debe ser
précticamente nulo pues, presumiblemente, la configuracién se hallard proxima a
ladel minimo global.
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La literatura refleja numerosos esquemas de enfriamiento y variantes sobre los
mismos [15]-[17], [19], [25], [26], [28], presentando todos ellos un comportamiento
general bastante similar, por lo que resulta dificil laeleccién a priori de uno de ellos. En
laTabla 3 se citan los esquemas mas utilizados, y que han sido incluidos en el cédigo.

Tabla 3. Formulacion de los distintos criterios de enfriamiento.

Nombre For mulacion
Temperatura constante T=0=Tp o.>0
Variacion aritméticade T Tia1=Tk- 0 o >0
Variacion geométricade T Tie= o Tk oe (01]
Variacion inversamente proporciona al Tooi= T, 01]
nimero de iteraciones T ok ae (0,
Variacion inversamente proporciona al _ Ty
. . . o Ten=— ae (01]
numero de iteraciones (logaritmico) log(1+ ak)
Variacio trolando la velocidad d T k<K
ariacion controlando la veloci e _ , limite
enfriamiento Ter= 1ok oce (0]
ol 8 K2 K
Variacién controlando probabilidades de _( log(pri) A T
aceptacion de configuraciones “malas’ “* | log(pr,, ) k

k representa el nimero de iteracién, o es una constante cuyo rango de variacion se indica, N es el
maximo nuimero de iteraciones y prii, Prsin representan las probabilidades de aceptacion inicial y final,
respectivamente. k j;mite representa un valor umbral de control de lavelocidad de enfriamiento.

En la Figura 6, pueden observarse algunas de las opciones del algoritmo de
evolucion de latemperatura.
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Figura 6. Variacion de latemperatura en funcién del nimero de iteraciones, segiin
los distintos esquemas de enfriamiento.

Si bien en este trabajo se presentan resultados utilizando Unicamente € esquema de
enfriamiento por variacion geométrica, la experiencia adquirida permite asegurar que €l
comportamiento de los distintos esquemas es bastante equivalente si se escogen los
parametros del mismo de forma adecuada.

Obsérvese que resulta dificil asignar valores alos pardmetros involucrados en dichos
esguemas, dado que éstos pueden ser muy dependientes del tipo de problema. Asi, por
giemplo, la temperatura inicial depende sobremanera del maximo incremento positivo
de funcion objetivo. Por otra parte, una buena eleccion de los mismos resulta necesaria
para conseguir una convergenciardpiday efectivadel algoritmo.

Numerosas publicaciones tratan de acotar dichos parametros, limitando de estaforma
su incertidumbre [25], [26]. Para e esquema de enfriamiento segin una variacion
geométrica de la temperatura, generamente se usa un valor de e coeficiente o igua a
0.95, s bien, otros autores utilizan otros valores, en cualquier caso, superiores a 0.90.
En cuanto a latemperaturainicial del proceso, no existe un valor, ni siquiera estimado,
pues éste depende sobremanera de la funcion objetivo atratar y de los incrementos que
puedan darse entre unaiteracion y la siguiente.

Una incertidumbre adicional es el nimero de iteraciones que se realizan para cada
valor de temperatura. Dicho de otra forma, cudl debe ser la velocidad de enfriamiento
del sistema (ligada también al valor del parametro de enfriamiento o). Asi, la literatura
refleja valores muy dispares para dicho nimero.
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Alcolea et al. [7] presentan algunos criterios acerca del enfriamiento del sistema.
Uno de ellos radica en si |a funcion objetivo se aproxima de forma adecuada mediante
una funcién cuadrética. Si e vaor del coeficiente ¢ (39) es préximo a la unidad, se
disminuye el valor de latemperatura. EI segundo de €ellos verificas € incremento de la
funcion objetivo ha sido negativo y de cierta entidad, mientras que € tercero lo hace con
la norma del gradiente de dicha funcién. Si las magnitudes antes comentadas han
disminuido considerablemente, se disminuye el valor de latemperatura. Dichos criterios
se consideran de forma independiente, pues todos ellos son indicadores el proceso
evoluciona, en general, de forma correcta.

4.4.2- ESQUEMASDE PERTURBACION

El objetivo es el de generar una nueva configuracion a partir de una existente,
mediante la modificacion de los pardmetros de forma a eatoria. Se han implementado un
total de tres esquemas. El primero de €ellos utiliza una aproximaciéon de la matriz de
covarianza a posteriori, mediante la inversion de la aproximacién de la matriz hessiana.
Los otros dos realizan una perturbacion aeatoria de la configuracién dentro de un
espacio de busqueda prefijado (esferas o elipsoides). En secciones posteriores se
presentaran resultados acerca de los esguemas seguin la matriz de covarianza y segun
espacios de busgueda elipticos. A continuaciéon se comentan brevemente las
particularidades de dichos esguemas de perturbacion.

4.4.2.1.- SEGUN LA MATRIZ DE COVARIANZA A POSTERIORI

Este esquema no es tan aleatorio como e que se presentara en la siguiente seccién,
dado que, en cierta forma, representa la estructura de correlacién entre los distintos
pardmetros del modelo. Para ello, mediante la inversa de la matriz hessiana se consigue
una aproximacion de primer orden de la matriz de covarianza a posteriori. Por otro lado,
Se genera un vector de nimeros aleatorios u, siguiendo una distribucion gaussiana de
media nula y matriz de covarianza igua a la identidad. Por dltimo, el vector de
actualizacion se genera segun la expresion siguiente:

Ap=BQu (48)
H'=QQ' (49)
u=N(0,1) (50)
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Como se verd més adelante, el comportamiento de este esquema de perturbacion esta
muy ligado a del método de Marquardt, pues, en los casos donde este Ultimo fallaba,
también lo hace €l primero.
4.4.2.2.- SEGUN UN ESPACIO DE BUSQUEDA PREDETERMINADO

Se trata de fijar un espacio de busqueda de dimensiones predefinidas, Ry,
ponderado por la desviacion de cada uno de los pardmetros. Se crea de esta forma un
elipsoide n-dimensional, con centro en la configuracién actual. Asi, el vector de
actualizacién se genera, componente a componente segun la siguiente expresion:

Api= Ry+10iU; (51)

siendo u; un escalar generado de forma aeatoria mediante una distribucién uniforme
(0,1].

Ademés, € radio del espacio de busgueda (Ry+1) debe disminuir paulatinamente, de
forma que, al principio del proceso, se cubratodo € espacio de parametros (0 gran parte
de éste) para, a final, cubrir Unicamente el entorno del minimo deseado. Para €ello, se
pueden emplear los mismos criterios de enfriamiento de la temperatura, definidos en la
seccion anterior.
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CAPITULO 5. APLICACIONES. EJEMPLOSSINTETICOS

5.1 INTRODUCCION

Una vez expuestos los fundamentos mateméticos y la implementacién numérica del
algoritmo, se presenta en este capitulo un extracto de los resultados de un total de diez
giemplos, en base a los cuales se obtienen algunas conclusiones sobre € algoritmo
propuesto.

Se han escogido gemplos sintéticos, de forma que €l tiempo necesario para su
estudio fuese pequefio, dado el elevado nimero de gecuciones del cddigo que se han
llevado a cabo (un total de quinientas, aproximadamente), las cuales han permitido
extraer algunas conclusiones sobre €l comportamiento del algoritmo, por comparacion
con el método de Marquardt.
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5.2 METODOLOGIA

Un gemplo sintético presupone conocida la estructura del modelo, en cuanto a su
geometria, condiciones de contorno, condiciones iniciales, etc, ademéas del valor de los
pardmetros reales. En base a este modelo, se realizd una simulacién, con lo que se
obtuvo el valor de los niveles “reales’ en los puntos de observacion. No obstante, y con
objeto de simular también €l error de medida de los mismos, se aplicd alos mismos un
ruido gaussiano de media nula y desviacion conocida, obteniéndose asi los valores de
los niveles “medidos”.

El modelo que se tomé como base consiste en un dominio de 25x16 m? cuyos
contornos superior e inferior son impermeables, mientras que e izquierdo y e derecho
son de caudal (1.0 m*/dia) y de nivel prescrito (3.0 m), respectivamente. Ademés, en e
interior del dominio existen un pozo que bombea 5.5 m*/dia y una serie de nudos con
condicién de contorno mixta o de goteo (o=0.7, H=0.5 m), como se observa en la
Figura 7. Todo e dominio se ve afectado por una recarga, dividida en tres zonas (de
izquierda a derecha), cuyos valores son de 1, 3 y 6 mm, respectivamente (Figura 9).

IMPERMEABLE
16.00
@]
= OTEO o
r 12.00 P
U —
n @
u 7
(n'eg
o 8.00 K -
< 0 o
) -
S L
< 4.00 =
(@] pd
0.00
0.00 5.00 10.00 15.00 20.00 25.00
IMPERMEABLE

Figura 7. Geometria y condiciones de contorno “reales’

En la Figura 7, la linea de mayor grosor representa la condicion mixta o de goteo.
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La zonificacion de transmisividades se supone conocida, con los valores que se
muestran en la Tabla 4:

Tabla 4. Valores “redes’ de transmisividad (en la Figura 8 se muestra la

distribucién espacial)
NUmero de zona Valor real (m%d)
1 0.1
2 2.0
3 3.0
4 Tyxw=40.0
4 T,,=10.0
5 5.0
16.00¢ 16.00
12.00 2 12.00
8.00 1 4 5 8.00| 1 2 3
4.00 3 4.00

0.000 0.00
0.00 5.00 10.00 15.00 20.00 25.00 0.00 5.00 10.00 15.00 20.00 25.00

Figura 8. Zonificacion de transmisividades Figura 9. Zonificacion delarecarga
y puntos de observacion

Los niveles “reales’ obtenidos tras la simulacién se representan en las figuras 10 y
11, donde se puede observar la variacion de los mismos, entre el tiempo inicia (estado
estacionario) y cuatro dias més tarde:

o

%

041
07

\\/

Figura 10. Isopiezas de nivel piezométrico en régimen estacionario
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Figura 11. Isopiezas de nivel piezométrico al cabo de cuatro dias

Una vez definida la “realidad”, se consideran diez model os conceptuales distintos, a
partir del modelo base. Entre otras modificaciones, se perturban los paréametros
iniciales (del modelo base), € nimero de zonas de transmisividad, almacenamiento o
bien se cambia la geometria de los mismos. En la Tabla 5 se presenta un resumen con
las perturbaciones realizadas.

Tabla 5. Descripcion de las perturbaciones realizadas a partir del modelo base

Cdédigo de g emplo

Descripcion

Modelo base con los parametros inicial es perturbados segun

1 modelo estadistico.
5 Modelo base con lazona 4 de trans. isotropa y parametros
iniciales perturbados segiin model o estadistico.
3 4 bandas de T horizontales y parametros iniciales perturbados
seguin model o estadistico a partir de los modelo base.
4 Idem. Cinco bandasde T verticales y parametros iniciales
perturbados seglin model o estadistico a partir de los model o base
bis Idem 4 pero con otros parametros iniciales no cumpliéndose
ninguna relacion estadistica entre estos y |os del model o base
10 zonas de T dividiendo 4 en dos bandas horizontales y
5 parametros inicial es perturbados segiin modelo estadistico a
partir de los modelo base
6 4 zonasde T rectangulares y parametros iniciales perturbados
seglin model o estadistico a partir de los model o base
7 Idem 2 pero con dos zonas de a macenamiento, en dos bandas
verticales.
Zbis Idem 7 pero con otros parametros iniciales no cumpliéndose
ninguna relacion estadistica entre estos y los del modelo base
8 Idem 3 pero con dos zonas de amacenamiento, en dos bandas

verticaes.

En laFigura 12 se muestran los model os conceptuales generados a partir del modelo
base 0 “real”, en los que se camhié la zonificacion del mismo. Para smular la
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incertidumbre en los valores de los pardmetros, se toma como informacién previa la
resultante de afiadir al vaor real de los parametros un ruido gaussiano N(0,1) a los
pardmetros del modelo base (Tabla 6). Asi, estos estardn dentro de un rango de dos
ordenes de magnitud, con probabilidad del 95% aproximadamente (dado que este ruido
es en escala logaritmica). En € resto de casos (salvo los especificados anteriormente),
se aplica la media geométrica de las zonas de transmisividad del modelo base que son
ocupadas por las zonas de los modelos perturbados. Por otra parte, los parametros
iniciales se toman iguales alainformacién previa de los mismos.

Tabla6. Parametros reales del modelo base vs. informacion previa (gemplo 1).

NUmero de zona Valor real (m“/d) Valor perturbado (m?/d)
1 0.1 0.002
2 2.0 0.057
3 3.0 0.61
4 Tx=40.0 Txx=490.0
4 T,=10.0 T,,=0.367
5 5.0 48.1

Una vez presentada la metodologia de trabajo, en la siguiente seccidén se mostraran
los resultados obtenidos.
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16.00 16.00

12.00 2 12.00 ? 4

8.00{ ] 5 .00l ] (|Sét)
4.00 3 4.00 3
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0.00 0.00

0.00 5.00 10.00 15.00 20.00 25.00 0.00 5.00 10.00 15.00 20.00 25.00
16.00 4 16.00
12.00 3 12.00
8.00 5 so00 1 12 13 45
4.00 1 4.00
0.00 0.00

0.00 5.00 10.00 15.00 20.00 25.00 0.00 5.00 10.00 15.00 20.00 25.00
16.00 16.00
2o |7 181910 12.00 2 4
8.00 8.00
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0.00 5.00 10.00 15.00 20.00 25.00 0.00 5.00 10.00 15.00 20.00 25.00
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0.00 5.00 10.00 15.00 20.00 25.00 0.00 5.0 10.00 15.00 20.00 25.00

Figura 12. Representacion gréfica de los model os perturbados. Se omiten aquéllos con
sufijo “bis’, pues la tnica variacion son los pardmetros iniciaes. De arriba
abajo y de izquierda a derecha, gemplos del 1 a 8. En los dos ultimos se
marca con distinta trama las dos zonas de almacenamiento. En € resto de
model os hay una Unica zona de almacenamiento.

5.3 RESULTADOS
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En los capitul os anteriores se ha descrito €l funcionamiento del algoritmo, en cuanto
a convergencia, criterios de perturbacion y esquemas de enfriamiento. Recordamos que
el proposito es € de desarrollar un nuevo método, que conjugue la velocidad de
convergencia del método de Marquardt con la versatilidad del Simulated Annealing
para eludir los minimos locales. Uno de los principales problemas del nuevo algoritmo
es la incertidumbre acerca de los parametros de los distintos esquemas de enfriamiento
y perturbacién, tales como la temperatura inicia, € coeficiente de enfriamiento o €l
radio de busguedainicial, sobre los cuales, no hay valores tipificados en la literatura.

Con estas premisas, 10s g/ emplos se buscan con |os objetivos siguientes:

- Para poder analizar la robustez del método, es decir, la habilidad de eludir los
minimos locales, a menos en alguno de los gjemplos e método de Marquardt
debe presentar dificultades de convergencia.

- Los gemplos deben tener un nimero variable de pardmetros a estimar, para
poder analizar €l efecto de dicho nUmero en las capacidades de estimacion de uno
y otro algoritmo.

- Asimismo, dichos gjemplos se utilizan para comparar el comportamiento del
algoritmo hibrido frente a distintos valores de los parametros inciertos, propios
de los esquemas de enfriamiento y perturbacién. Los pardmetros a estudiar son:

- Esguemade perturbacion

- Vdor inicia delatemperatura
- Velocidad de enfriamiento

- Tamafo de la perturbacion

- Se desea estudiar también €l efecto de los valores iniciales de los parametros a
estimar. Concretamente, se pretende estudiar si alguno de los algoritmos es capaz
de superar los problemas de convergencia bgjo distintos valores de partida, asi
como si alcanzan siempre e mismo valor como minimo de la funcion.

La metodologia que se utilizard para estudiar estos efectos consiste en dejar uno de
los parametros como grado de libertad, fijandose € resto, dedicandose las secciones
siguientes a cada uno de | os casos.

5.3.1 ESQUEMA DE PERTURBACION

Como se esbozd en e capitulo anterior, se presenta la comparacion entre dos
criterios de perturbacién; el primero de ellos emplea la matriz de covarianza a
posteriori, reflejando, en cierto modo, la correlacion entre los diferentes pardmetros
(estimados). En e segundo se genera un espacio de busqueda aeatorio, que tiene en
cuentalavariabilidad de un parametro, en funcién de la desviacién tipicadel mismo.

A continuacion se presentan los resultados obtenidos en dos egjemplos, donde se
comparan los valores de funcién objetivo obtenidos por uno y otro esquema, asi como
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por e método de Marquardt. En lo que sigue, y en todas las gréficas presentadas, se
denomina FBEST alamejor funcion objetivo obtenida durante el proceso.
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Figura 13. Comparacion entre € método de Marquardt y e hibrido, en términos del
esguema de perturbacion (resultados del gemplo 7), para un gemplo
donde Marquardt presenta dificultades de convergencia.

En laFigura 13 (resultados del gjemplo 7) se observa que & esquema de perturbacion
segln la matriz de covarianza a posteriori presenta un comportamiento similar a de
Marquardt, si bien ofrece un resultado mejor, tanto en términos de valor fina de la
funcion objetivo como en velocidad de decrecimiento de la misma. No obstante, ambos
tuvieron problemas de convergencia para €l juego inicial de parametros dado. Ademas,
pese a que no se presentan en la gréfica, distintas hipotesis sobre temperatura inicial,
parametro B de ponderacidn, etc., no afectan en absoluto al comportamiento del
algoritmo, obteniéndose, en cualquiera de los casos, € mismo resultado. En cambio, la
perturbacion segin espacio de busqueda aleatorio (en adelante elipsoide de busgueda)
presenta un valor final de la funcion objetivo proximo a del minimo que se obtiene en
el modelo real. Este Ultimo se calcul6 simulando e modelo real con los niveles
“medidos’, obteniéndose un valor de 70, aproximadamente.
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El esquema de perturbacion segin un €elipsoide de blusgueda es moderadamente
sensible a dichos pardmetros, sobre todo en cuanto a la velocidad de convergencia, s
bien, €l valor final obtenido es préacticamente e mismo. En laFigura 13 se muestran dos
gjecuciones del algoritmo, variando la hipétesis deradio inicial.

A continuacién, y como contraste, se presentan los resultados del modelo 4, en el que
el método de Marquardt convergio satisfactoriamente.
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Figura 14. Comparacion entre el método de Marquardt y el hibrido, en términos del
esguema de perturbacion. (resultados del gemplo 4), para un gemplo
donde Marquardt no tiene dificultades de convergencia

En la Figura 14 se aprecia de nuevo que & comportamiento del esquema de
perturbacion segun la matriz de covarianza presenta un comportamiento similar a
método de Marquardt, no en cuanto a la evolucion (es mucho mas rapido e método de
Marquardt) sino en cuanto a valor final obtenido. Asimismo, se observa que €l
elipsoide de busqueda vuelve a acanzar un valor razonable de la funcion objetivo.
Dicha grafica muestra ademéas como, cuando € méodo de Marquardt converge,
también lo hace el hibrido utilizando €l esquema de perturbacién seguin la matriz de
covarianza. Estas afirmaciones pueden corroborarse en €l resto de problemas, de los que
aqui se han presentado dos casos representativos.
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532 VALOR INICIAL DE LA TEMPERATURA. VELOCIDAD DE
ENFRIAMIENTO

Se aplicd, para todos los gemplos, € esquema de variacion geométrica de
temperatura (Capitulo 4), probandose tres valores iniciales para la misma, de 10*, 10° y
10°, asi como dos coeficientes de enfriamiento o, de valores 0.9 (tradiciona en la
literatura) y 0.7 (valor pequefio, segin la misma). Ademas, se repitio e proceso
rebgjando el valor de T a dos velocidades, una de ellas muy rapida (en cada iteracion
buena), y la otra muy lenta (cada diez iteraciones buenas). Se entiende por iteracion
“buena’, aguélla en la que se produjo un descenso en e valor de la funcion objetivo,
con respecto a mejor valor obtenido en todo el proceso.

Asi, se divide esta seccion en tres subapartados, siguiendo € esquema definido en €l
parrafo anterior.

5321 VALORINICIAL DE LA TEMPERATURA

Este valor es sumamente importante en la evolucién del proceso, asi como en la
consecucion o no del valor minimo de la funcién objetivo. Recordemos que, un valor
demasiado alto de la temperatura inicia puede hacer que las perturbaciones (segun €l
elipsoide de busgueda) se muevan en un espacio demasiado amplio. De esta forma, seré
complicado acercarse paulatinamente a minimo, pues se pueden aceptar muchas
configuraciones con incremento positivo demasiado grande. Como contrapunto, un
valor inicial excesivamente pequefio puede provocar que el algoritmo se estanque en un
minimo local de la funcién objetivo.

Asi, esta decision resulta critica, ademés de complicada pues, a priori, no se tiene
conocimiento acerca de la funcién objetivo. A continuacion se presenta, para €l ggemplo
1, €l resultado obtenido. La Figura 15 contiene la evolucion de la funcion objetivo
segun el método de Marquardt mas la evolucion del hibrido (empleando e esquema de
perturbacion segin la matriz de covarianza) bajo las tres hipétesis de temperaturainicia
antes comentadas. En la Figura 16 se aprecia la evolucion cuando se emplea el esquema
de perturbacién segun elipsoides. En todas €ellas, e tamafio inicial de la perturbacion se
fijaba, asi como e numero de iteraciones “buenas’ necesarias para reducir la
temperatura.
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Figura 15. Comparacion entre el método de Marquardt y el hibrido, perturbado segin la
matriz de covarianza bgjo tres hipotesis de temperaturainicial.

En la Figura 15 se observa como, en este caso, e esquema de perturbacion seguin la
matriz de covarianza es completamente insensible a la temperatura inicial del proceso,
lo cua se reflga en la superposicion de las tres curvas. De nuevo, ambos agoritmos
presentan dificultades de convergencia, como se comento en el apartado anterior.
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Figura 16. Comparacion entre el método de Marquardt y el hibrido, perturbado segun el
elipsoide de busgueda bajo tres hipdtesis de temperaturainicial.
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En la Figura 16 se observa como, en este caso, €l algoritmo es algo sensible a valor
inicial de temperatura, si bien, el valor fina obtenido no varia en exceso. Asi, se
obtienen los resultados de |a siguiente tabl a:

Tabla 7. Valores obtenidos en funcion de la temperatura inicial, perturbando segun
el elipsoide de busgueda.

Temperatura | Funcion objetivo final | NUmero deiteraciones
10" 113 75
10° 129 188
10° 180 1000 (méax. permitido)

De los resultados se desprende que, para los casos estudiados, € vaor minimo
impuesto (T=10% fue suficiente para alcanzar un valor préximo a del minimo. Esta
conclusién resulta importante en aras de mantener un esfuerzo computacional
moderado, puesto que, €l aumentar €l valor de latemperaturainicial, aumenta el nimero
de iteraciones a llevar a cabo (dado que hay una mayor probabilidad de aceptar
configuraciones que no reducen el valor de lafuncién objetivo), sin producir una mejora
apreciable en el valor final obtenido.

En la tabla anterior se incluye e nimero de iteraciones realizadas por € método de
Marquardt, s bien, recuérdese que no es comparable a las que realiza el hibrido, dado
que este Ultimo realiza una simulacién mas que el método de Marquardt, en la misma
iteracion. Para establecer una comparacion en términos de esfuerzo computacional, se
presenta en la Tabla 8 € tiempo aproximado de cdlculo (en segundos) empleado en las
€j ecuciones antes comentadas.

Tabla 8. Comparacién en términos de esfuerzo computacional

Temperatura |Matriz de covarianza| Elipsoide de busgqueda
10* 6 5
10° 8 12
10° 9 72
M. de Marquardt 4

Notese que, pese a tardar menos € esguema de perturbacién de la matriz de
covarianza, el resultado (en términos de funcion objetivo) obtenido es pésimo, en
comparacién con el esquema de perturbacion del elipsoide de blsqueda.
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5322 VELOCIDAD DE ENFRIAMIENTO

La eleccidn de la velocidad de enfriamiento consiste en valorar dos pardmetros. el
coeficiente de enfriamiento (o)) y € nimero de iteraciones buenas necesarias para
rebgjar la temperatura. Puede darse un efecto similar al comentado en e apartado
anterior, es decir, si se enfria demasiado rpido, el método puede quedarse estancado en
un minimo local de la funcion objetivo, mientras que, si se hace de forma demasiado
lenta, el proceso puede resultar interminable.

Los resultados que se muestran son los del gjemplo 5, en & que Marquardt vuelve a
tener dificultades para alcanzar la convergencia. Nuevamente, e esquema de
perturbacion seglin la matriz de covarianza presenta un comportamiento similar, siendo
completamente insensible a los parametros de los esguemas de perturbacion y
enfriamiento. En las figuras 17 y 18 se muestra la gran sensibilidad que presenta €l
elipsoide de busqueda (en estadios intermedios) a los valores del coeficiente de
enfriamiento, asi como a nimero de iteraciones “buenas’ necesarias para rebgjar €l
valor de latemperatura.
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Figura 17. Comportamiento del esgquema de perturbacion por elipsoides de busqueda
segun distintos coeficientes de enfriamiento.

En la Figura 17 puede observarse que e comportamiento de ambas curvas es paregjo
hasta la décima iteracion, a partir de la cual, € esquema cuyo parametro de enfriamiento
es 0.9 decrece con mayor velocidad que el caso de a=0.7. Ello es debido a que la
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temperatura es demasiado baja en € segundo como para poder seguir buscando una
mejor configuracién, dado que € radio estandar del elipsoide (el de la esfera inscrita, si
se estimaran tres pardmetros) es demasiado pequefio. El valor final de éste fue de 0.478
en el esquema més lento (0:=0.9) y del orden de 10°° en el més répido (a=0.7).

En cuanto a nudmero de iteraciones “buenas’ necesarias para € enfriamiento, se
realiza una comparacion similar, que se presentaen la Figura 18:
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Figura 18. Comportamiento del esquema de perturbacién por elipsoides de busqueda
segun distintas vel ocidades de enfriamiento.

Fijado e coeficiente de enfriamiento 0=0.9 (que ha sido & que ha dado lugar a un
mejor resultado), se compara el comportamiento del esquema puramente aleatorio frente
a dos ritmos de enfriamiento. En e primero de ellos (muy rgpido), se enfria cada vez
que se consigue disminuir € valor de la funcion objetivo con respecto a menor valor
obtenido en todo el proceso. Para e segundo caso, en cambio, dicha reduccion debe
cumplirse diez veces (N0 necesariamente consecutivas).

Se extrae una conclusion similar a la obtenida en cuanto a la temperaturainicial. Un
esguema “rapido” ofrece mejores resultados que uno lento. Obsérvese que €
comportamiento de ambas curvas es muy similar, salvo a final del proceso,cuando €l
espacio de busgueda es muy pequefio en € caso de enfriar en cada iteracion buena
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(radio estandar 0.478) y no ha sido disminuido en €l otro caso, pues éste Ultimo no
consigue rebgjar €l valor de la funcién objetivo més que en ocho ocasiones.

Asi, para el caso estudiado, si bien es una tendencia bastante general en todos los
model os propuestos, un valor del coeficiente de enfriamiento igual a 0.9, enfriando cada
vez que la funcién objetivo disminuia, ofrecié los mejores resultados. Se estudio
ademés un caso intermedio, en e que se disminuia la temperatura cada tres reducciones
de funcién objetivo (con respecto a menor valor obtenido en el proceso). El resultado
(no se muestra en forma grafica) fue practicamente e mismo gue se obtuvo rebajando
en cada reduccion.

53.3 TAMANO DE LA PERTURBACION

Esta magnitud se ve afectada por determinados factores, tales como la velocidad de
enfriamiento, de la que se ha hablado en el apartado anterior. En cuanto al radio de
busqueda inicial, solo & esguema de perturbacién por elipsoides de busgueda depende
de dicha magnitud (51). En cambio, la configuracion generada por € esquema segun la
matriz de covarianza depende (ademés de la matriz de covarianza) de un pardmetro de
ponderacion B, que se mantiene constante durante todo el proceso.

En € primer caso (elipsoides de busqueda), e tamafio de la perturbacion depende a
su vez dd radio estandar inicia. Para estudiar su efecto, se presentan las gréficas
correspondientes a los gemplos 2, 3 y 8, a partir de las que se redlizard una
comparacion similar aladel efecto de latemperaturainicial.

8
10

10

10 14 ———— ELIPS. (RADIO=1) H
3\ — — — - ELIPS. (RADIO=10.) E

10

FBEST

10°] i

10 R

10

10° 10" 10 10°
N. ITERACIONES

Figura 19. Sensibilidad del esguema de perturbacion por elipsoides de busgueda a
radio estandar inicial (gemplo 2).
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Figura 20. Sensibilidad del esquema de perturbacion por elipsoides de busgueda a
radio estandar inicia (gemplo 3).
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Figura 21. Sensibilidad del esquema de perturbacion por elipsoides de busgueda a
radio estandar inicia (gemplo 8).

En las figuras 19, 20 y 21 se observa como, a igual que pasaba con la temperatura
inicial, un valor pequefio del radio de busqueda inicia (1.0 en transformacion
logaritmica, luego en realidad es un orden de magnitud de variacion del pardmetro,
mientras que el segundo radio de busqueda inicial supone unavariacion de diez 6rdenes
de magnitud) es suficiente para alcanzar una buena aproximacién a valor minimo de la
funcion. Esta también es unatendencia general en el resto de casos.

En e esguema de perturbacion usando la matriz de covarianza (en los casos en los
que éste ofrece un resultado aceptable) la sensibilidad a parametro 3 no es demasiado
ostensible.

Adicionalmente, el tamafio de la perturbacion viene condicionado por la restriccion
del vector de actualizacion Ap (40), de la cual se hablo en e capitulo 3. Pese a que es
posible estar dentro de un espacio de busqueda de gran extension (las perturbaciones
calculadas sean muy grandes), la restriccion de tamafio del vector de actualizacién
puede hacer que, en redidad, la perturbacién con la que se creara la nueva
configuracién sea muy pequefia.
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A continuacion, se pretende estudiar € efecto del maximo tamafio permitido, paralo
cual se comparan dos gjecuciones del método hibrido, ef ectuadas con tamafios méaximos
de uno y dos 6rdenes de magnitud.
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Figura 22. Comportamiento del esquema de perturbacién por elipsoides de busqueda
segun el maximo cambio permitido en el espacio de parametros. (O.M.
denota orden de magnitud)

El resultado que ofrece la Figura 22 no hace sino corroborar |os anteriores, es decir,
una perturbacién demasiado grande hace que el espacio de blsqueda sea excesivamente
grande y, por tanto, las posibilidades del algoritmo para encontrar e minimo se
reducen. Asi, si & tamafio del espacio de busqueda es muy grande, € agoritmo dedicara
un esfuerzo innecesario, obteniendo, en general, incrementos positivos de funcion
objetivo muy grandes, Ilegando incluso a“ perderse”, no hallandose asi e minimo.
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5.3.4 SENSIBILIDAD A LOSPARAMETROSINICIALES

Para € estudio de este efecto se utilizan los gemplos 4 y 7, cuyos pardmetros
presentan una determinada estructura estadistica, como se describe en la seccién 5.2.

Para verificar €l efecto de los parametros iniciaes, se cambian los antes comentados
por otros, sin ninguna estructura estadistica (gemplos 4bis y 7bis). Los resultados de la
comparacion se presentan en las tablas siguientes:

Tabla 9. Resumen de los resultados obtenidos con €l modelo 4 partiendo de valores
de los paréametros iniciaes distintos.

Método Variable 4 4his
F. oby. 66 2880

Marquardt Qe e, 8 40
- F. oby. 104 985
Hibrido NGm. iter. 117 321

En laTabla 9 se puede observar como el método hibrido alcanza valores similares de
funcién objetivo a los adquiridos por € método de Marquardt en e primero de los
casos, mientras, que en el segundo (parametros generados a eatoriamente), el método de
Marquardt se queda estancado en un minimo local de la funcién objetivo, mientras que
el hibrido alcanza un valor similar a del primer caso.

Este efecto es aln mas notable en la siguiente comparacion, que se muestra en la
Tabla 10, en laque Marquardt (para parametros con estructura estadistica bien definida)
termina en un valor ciertamente elevado de la funcion objetivo, mientras que €l hibrido
alcanza un valor proximo a del minimo globa. En ambos casos, € método hibrido
rebajé el valor obtenido por € de Marquardt, si bien el nimero de iteraciones empleado
fue mayor (en ambas tablas se presenta el resultado obtenido en la megor de las
gjecuciones del hibrido, las cuales se obtuvieron mediante perturbaciones segin la
matriz de covarianza, en los gemplos 4bis y 7bis, y mediante perturbaciones segun
elipsoides de busqueda, en los gemplos 4y 7).

Tabla 10. Resumen de los resultados obtenidos con e modelo 7 partiendo de
valores de |os pardmetros iniciales distintos.

M étodo Variable 7 7bis

F. obj. 115000 69

Marquardt e e 13 51
. F. obj. 382 68.2
Hibrido NGm. iter. 449 483
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CAPITULO 6. CONCLUSIONESY LINEASFUTURAS

6.1 CONCLUSIONES

Se ha presentado una metodologia para la minimizaci 6n/maximizacion de funciones,
como aternativa al uso del método de Marquardt en los casos en que éste presenta
dificultades de convergencia.

Asimismo, se haimplementado la formulacion de dicha metodologia en un codigo de
elementos finitos preexistente, aplicandose finalmente dicho codigo a un total de diez
gjemplos sintéticos, en base alos cuales se extraen |as presentes conclusiones.

- Se hamostrado que €l algoritmo es moderadamente sensible a los pardmetros de
los distintos esquemas de perturbacion y enfriamiento implementados. No
obstante, una mala eleccién de los mismos puede traducirse en un esfuerzo
computacional desmesurado.

- En cuanto a los parametros del esquema de variacion geométrica del parametro
de control (temperatura) se ha visto que un buen valor para € coeficiente de
enfriamiento era 0.9, asi como que una temperaturainicia elevada no conducia a
un resultado cualitativamente mejor.
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En cuanto a los esquemas de perturbacion, se ha mostrado que e método que
utiliza la matriz de covarianza a posteriori presenta un comportamiento and ogo
al de Marquardt, quedando el algoritmo estancado en minimos locales en ciertas
ocasiones. Por tanto, éste no resulta un buen esquema de perturbacion. En
cambio, € que utiliza un elipsoide de busgueda, presenta un comportamiento
bastante robusto, alcanzando un valor proximo a minimo en la mayoria de las
0Casi Ones.

Por otra parte, se han presentado resultados que muestran, en cuanto a radio de
busgueda inicial, una conclusion similar a la de la temperatura inicial. Asi, un
rango inicial pequefio de variacion presentaba mejores y mas rdpidos resultados
gue uno mayor. Anadlogas conclusiones han sido obtenidas en cuanto a la maxima
variacion permitida para una componente del vector de actualizacion.

Finalmente, como conclusién general, diremos que el algoritmo presentado, en su
vertiente més aleatoria (elipsoides de blsqueda), con pequefias perturbaciones y
rapido enfriamiento ha mostrado una gran robustez en la mayoria de los casos,
incluso cuando Marquardt ofrecia resultados engafiosos.

No obstante, tnicamente se recomienda su uso como aternativa a Marquardt cuando
se tenga la sospecha de que este Ultimo esta teniendo problemas en la convergencia,
dado que, € esfuerzo computacional que e método hibrido requiere, pese a ser
razonable, hace que no sea competitivo con agquel.
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6.2 LINEASFUTURAS

En base a los resultados de la presente tesina de especialidad, quedan abiertas una
serie de cuestiones que son susceptibles de ser analizadas con un mayor nivel de detalle
y que no han sido incluidas en € documento, tales como:

- Paralelizacion del codigo. En ocasiones, la mayor parte de esfuerzo
computacional viene dado por un conjunto de iteraciones en las que e agoritmo
se haya muy lgjos del minimo buscado, evaluando la funcion objetivo muchas
veces, llevando la mayoria de estos intentos a incrementos positivos de la funcién
objetivo. Una posibilidad estriba en la paralelizacion del codigo en cuanto a la
generacion y evaluacion de configuraciones.

- Andlisis en detale del resto de esquemas de enfriamiento implementados que
afectan tanto al radio de busqueda como alatemperatura.

- Imposicién de cotas en los pardmetros inciertos de los distintos esquemas,
utilizando informacién acerca de la aproximacion cuadrética de la funcion
objetivo, en base alainformacién disponible, como € gradiente, la aproximacion
de lamatriz hessiana, etc.

- Implementacion de nuevos esquemas de perturbacion més sofisticados.

- Aplicacion del algoritmo gjemplos sintéticos incluyendo transporte, asi como a
modelos reales.
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APENDICE. PROPIEDADES DE LASMATRICESNO NEGATIVAS



1. INTRODUCCION

El objetivo de este apéndice es el de presentar las propiedades de convergencia del
método del Simulated Annealing (SA en adelante). Dichas propiedades, como se vera
mas adelante, depende sobremanera de las propiedades de las matrices no negativas.
Dichas propiedades se presentan bajo la hipotesis de que el dominio ha sido
previamente discretizado en una serie de configuraciones (puntos en el espacio de
parametros) posibles, si bien, éste no es el caso mas general.

2. MODELO MATEMATICO DEL ALGORITMO

Dada una estructura de entornos de una configuracion, SA puede verse como un
algoritmo que trata de transformar una configuracion actual en otra de su entorno. Dado
que la transformacion es completamente aleatoria, una configuracion determinada sélo
depende de la configuracion anterior. Por ello, la mejor forma de modelar
matematicamente este algoritmo es en términos de cadenas de Markov. Una cadena de
Markov no es més que una secuencia de intentos, donde el resultado de cada intento
depende solo del resultado del intento anterior.

En el caso del SA, dichos intentos serian transiciones de una configuracion a otra,
luego reslta evidente que el resultado de una transicion depende Unicamente del de la
transicién anterior (configuracion actual) y del parametro de control en el caso de entrar
en la rama exponencial del criterio de Metropolis, dado que la transformacion es
aleatoria.

Una cadena de Markov se describe a partir de una serie de probabilidades
condicionadas:

(P)ij = Pr{xk+1 =] ‘Xk =1,.., X, = 0}: Pr{xk+l =] ‘Xk = i} 1)
donde X, representa el resultado de la I-ésima transicion; por tanto (P);j representa la
probabilidad de que el resultado de la k+1-ésima transicion sea j, sabiendo que el

resultado de la k-ésima transicion habia sido i.

Sea aj(k) la probabilidad de que el resultado de la k-ésima transicion sea i.
Entonces, por simple teoria de probabilidad tenemos que:

not

ai(k):Pr{X(k)zi}:Zal(k—l)-Pr{X(k)zi X(k-1)=1} k=12.. (2)

donde la suma se realiza sobre todas las posibles configuraciones.



Dentro del modelo matematico, se distinguen dos casos:

- Las probabilidades condicionadas no dependen del nimero de transiciones llevadas
a cabo; tenemos entonces la llamada cadena de Markov homogénea.

- Las probabilidades condicionadas dependen del nimero de transiciones llevadas a
cabo; tenemos entonces la llamada cadena de Markov no homogénea.

Sea P la matriz de transicion. Esta es de dimensiones NxN, donde N es el nimero
de configuraciones posibles dentro del dominio a simular. Por otra parte, por la
definicién del criterio de Metropolis, las probabilidades de transicion dependen del
parametro de control, el andlogo de la temperatura en la analogia fisica.

No obstante, si la temperatura T se considera constante, el algoritmo es homogéneo y
se puede definir la matriz de transicion de la siguiente forma:

G(i,J)-A(C(1),C()), T) j=i
@UWu=1—§}xmyA«m)quT)j=i (3)

11

donde \R\ denota el nimero de configuuraciones posibles y C(i) la configuracion i-

ésima, T es la temperatura, G es una matriz con las probabilidades de generacion (Gj;
representa la probabilidad de generar la j-ésima configuracion a partir de la i-ésima) y A
es también una matriz cuyas componentes son las probabilidades de aceptacion.

Como resultado de la definicion, la matriz P resulta ser una matriz estocastica, esto
es, la suma de los elementos de una fila es igual a 1:

Zpij(T)zl Vi=1..|R| (4)

Como se verd més tarde, este tipo de matrices tiene una serie de propiedades
interesantes, por otra parte necesarias para la determinacion de la prueba de
convergencia global del algoritmo.

Definiendo # como el entorno de la configuracion actual i, se puede escribir:

G:RxR—[0]]
@,]) —>Gij

GG,)=0 Vijen ®)
G(i,j) 20 Vijeu
> G,;=1 vi=1.,

jen

R



AR - (07]
CMH.CN.T)—»> A

La matriz de generacién se adopta segun una distribucion uniforme; esto es
equivalente a decir que todos los estados de un entorno estan conectados con aquél a
partir del que se generd el mismo (con idéntica probabilidad). Por otra parte, por
definicion de probabilidad, todas las entradas de la matriz de transicion son positivas o
nulas.

Por la propia definicion de la matriz de aceptacion, todas sus entradas son ambién
positivas 0 nulas. Ello (junto con lo anteriormente comentado respecto a la matriz de
generacion) nos permite decir que la matriz de generacion es estocastica (visto
anteriormente) y no negativa (todas sus entradas son positivas o nulas), esto es:

P,>0  Vij

Como se habia comentado anteriormente, el parametro de control se hace disminuir
paulatinamente por pasos. Con respecto a este decremento, se distinguen dos casos:

- El algoritmo homogéneo: se describe el algoritmo como una sucesion de cadenas de
Markov homogéneas, donde cada una de ellas se genera para un valor fijo del
parametro de control, y este se hace disminuir entre dos cadenas consecutivas.

- EIl algoritmo no homogéneo: se describe el algorimo como una Unica cadena de
Markov no homogeénea, y el valor del parametro de control se disminuye entre
transiciones sucesivas.

En este trabajo se considera unicamente el algoritmo homogéneo. Veamos ahora el
aspecto de la matriz de transicion tras un nimero determinado de pasos. Es el resultado
conocido como ecuacién de Chapman-Kolmogorov, donde el superindice entre
paréntesis indica el cardinal del paso (esta ecuacién solo se verifica para el caso de
proceso homogéneo).

Pi?er = PrOb{XnHﬂ = J ‘XO = I}: éPrOb{Xm—m = jvxn = k‘XO = I}:
= Prob{X,.,, = j [X, =k}-Prob{X, =k [X, =i}= S PP,
keR

(n+m) (n_(m)
Por tanto: P =P P

donde el superindice entre paréntesis indica el cardinal del paso y, notamos que esta
ecuacion soélo se verifica para el caso de proceso homogéneo.



3. RESULTADOS SOBRE CONVERGENCIA

La prueba de convergencia del algoritmo no resulta en absoluto sencilla, y para ello
se necesitan previamente algunos resultados sobre teoria matricial. Vimos que la matriz
de transicion era estrictamente no negativa (todas sus entradas son mayores que cero) y
estocéstica (la suma de los elementos de una fila es uno), y aprovechamos este hecho,
pues las propiedades de este tipo de matrices son excelentes.

3.1 PROPIEDADES DE LAS MATRICES ESTOCASTICAS
Definicion:

Una matriz es estocastica si la suma de los elementos de cualquier fila (o de cualquier
columna) es 1.

Teorema 1.
(a) Una matriz P no negativa de dimensiones nxn es estocastica si y sélo si :
PJ=J
donde Jy=1 k=1,....n I=1,...,n

(b) Una matriz cuadrada n*n es estocastica si y solo si j=(1,1,1,.....,1) es un
autovector correspondiente al autovalor maximal 1.

(c) El modulo de los autovalores de una matriz estocatica es siempre menor o igual
que 1.

(d) El producto de dos matrices estocasticas es una matriz estocastica.

Prueba:

(pa) = Sea B=AJ; entonces B, =Y Ay, =D A =1 Vik=AJ=]
| |

<1=J, =D A, =D A, =1= Aesestocastica
| |

(pb) = A estocastica = AJ =J = (Aj), = Y Ay j, =1=j; Vi
k

< Aj=j=(A]) =1=> A/j, =D A =1= Aes estocastica
k k



(pc) En lo que sigue o denota el espectro de autovalores de la matriz.
A eo(A) < Ix=0/Ax = AX
Zk:Aika = Zk:QAik [x)= Zk:(Aik ‘Xk)ﬁg(Aik Xl )=
=X x| - DAY =X o] Vi=1,.o,
K

AX

x| =

R| en particular, si X; = X,

max| < [Xomax| = A <1

(pd) Si A,B estocasticas, entonces AJ=J y BJ=J. Por tanto :

(AB)J=A(BJ)=AJ=J

Definicion:

Una cadena de Markov cuya matriz de transicion asociada tiene todos sus términos
diagonales no nulos es una cadena de Markov reflexiva.

Nota: éste es el tipo de matrices con el que trabajamos, pues por la propia definicion de
la matriz de transicion, los términos de la diagonal son no nulos. Por otra parte, esta
definicién implica la peor de las situaciones con la que el algoritmo se puede encontrar.
Se da en el caso de quedarse estancado en una configuracion determinada, pues:

P(i,i,T)>0, para toda i.

Teorema 2. Localizacién de los valores propios de una matriz estocéstica.

Si A es una matriz estocastica y w=min (A;;) entonces se verifica que:
\k—w\ <l-w Vieo(A)

Prueba:

Aeo(A)=Ix=0/Ax=2X

Sea 0 < |X,,| = max;|x;|Entonces:

n| =

7\‘Xm = ZAkak; Iuego }\‘Xm —Amme = ZAkak
M k

k=m

Por la desigualdad triangular :

P\‘_Amm‘ < ZAmk))((ik

k=m

<> A =1-A,, porser A estocastica

m k=m




Luego tenemos que:

V”_\N‘ S‘A_Anm—i_phm_vv‘ S‘ﬂ’_p\nm‘+‘p\nm_M S(:I-_'A\nm)"_('%nm_w)

Lemal

Si P es la matriz de transicion asociada a una cadena de Markov reflexiva, se
verifica lo siguiente:

vieo(P) {i=1=21=1
donde o(P)denota el espectro de P.

Prueba:

Ya se ha demostrado que cualquier autovalor de una matriz estocastica tiene por
mddulo un escalar inferior a 1; también se ha visto que 1 es autovalor asociado al
autovector j=(1,1,...,1). La prueba de este lema es inmediata si se demuestra que —1 no
pertenece al espectro de la matriz estocastica .

En virtud del teorema 2, es trivial de demostrar dado que w>0. En forma grafica se
observa perfectamente que -1 no puede pertenecer al espectro de la matriz de
transicion:

Si w>0 el Unico punto con médulo unidad
contenido en el disco cerrado es el 1, por
tanto, -1 no pertenece al espectro de la matriz.

!
Q

Figura 4. Localizacion de los valores
propios de una matriz estocéstica.

Lema 2

Si P es la matriz de transicion de una cadena de Markov reflexiva y B=P',
siendo r un nimero natural positivo tal que r > ®(R, &), siendo este ultimo término el

diametro de la cadena, entonces B; # 0 Vi, j.

Nota: Este lema, facilmente demostrable por teoria matricial, implica que todos los
estados son alcanzables en un nimero finito de pasos.



Lema 3

El bloque correspondiente al autovalor maximal 1 de una matriz de transicion
asociada a una cadena de Markov reflexiva, puesto en forma triangular por bloques, no
tiene elementos no nulos fuera de la diagonal.

Prueba:

Sea P la matriz de transicion, entonces existe una matriz S no singular, tal que P
adquiere su forma diagonal por bloques, en la forma A=S* P S.

Considerando el bloque de dicha matriz en su forma diagonal por bloques
asociado al autovalor unidad, sea (i,j) el primer elemento no nulode dicho bloque.

Sea B=A; entonces el bloque asociado al autovalor unidad (en la matriz B)
verifica: B*™ = (A“)*™ = (A*™)*; considerando el coeficiente (i,j) nuevamente, es
trivial de demostrar que: Bjj=KA;

Considerando la norma infinito de Minkowski:

B,

<[k <[B, =] =[s*P*s| <|s* [P Is], <[5 [3], = =constante

El dltimo producto es inherente a k; por tanto, cuando k sea lo suficientemente
elevada, el término |kA;| > q; llegamos asi a una contradiccion, y por tanto el término

Ajj debe ser forzosamente nulo.
Corolario 1
El bloque asociado al autovalor unidad de la matriz de transicion de una
cadena de Markov reflexiva es semejante a la matriz identidad.
Lema 4

El autovector asociado al autovalor unidad de una matriz de transicion
asociada a una cadena de Markov reflexiva de multiplo del vector unidad.

Prueba:

Seav_el autovector asociado al autovalor unidad; asi Pv=v. Sea B=P¥, siendo k
un escalar mayor o igual que el diametro de la cadena. Por tanto Pv=v= Bv.

Por otra parte, existe una componente del vector v, que denotamos por v; , tal
que (de nuevo utilizando la norma infinito de  Minkowski)

Z Byvj| < Z B; Vj‘ < HVHOOZ B, =|vl,
J J J

V| =M, =maxy, =




Se ha aprovechado aqui uno de los resultados del teorema 1, que asegura que el
producto de matrices estocasticas es una matriz estocastica. Por tanto, la matriz B es
estocastica. Los simbolos de desigualdad de la ecuacion anterior, pueden
transformarse en simbolos de igualdad, y por tantolas componentes del vector v son
todas ellas iguales (en médulo). Por otra parte, tal y como se pretendia demostrar:

i =, ==V, i

Teorema 3

La matriz de transicién asociada a una cadena de Markov reflexiva tiene un
autovalor simple igual a la unidad con autovector asociado j=(1,1,...,1), mientras que
el resto de autovalores tienen modulo inferior a la unidad.

Prueba:

La Unica parte de este teorema que resta por demostrar es la de la simplicidad
del autovalor unidad, esto es m(1)=1, donde m es la multiplicidad del autovalor.

Supongamos que la multiplicidad es m, un nimero superior a 1. Entonces,
considerando la matriz de transicion en su forma diagonal por blogues, (A), tendremos
que el bloque asociado al autovalor unidad de la matriz diagonal por bloques sera
(segun el corolario anterior) la matriz identidad de dimensiones m*m.

Por tanto, las m primeras columnas de la matriz S (autovectores asociados al
autovalor unidad) seran maltiplos del vector_j y, por tanto linealmente dependientes,
con lo que la matriz S sera singular, llegando a una contradiccion, lo que implica que
la multiplicidad del autovalor unidad es simple.

Corolario 2
El bloque asociado al autovalor unidad de una matriz de transicion asociada a

una cadena de Markov reflexiva (en su forma diagonal por bloques) es la matriz
identidad con dimensiones 1*1.

5.2 DEMOSTRACION DE CONVERGENCIA DEL ALGORITMO

Teorema 3 o teorema del limite de la cadena

Si d es el Unico autovector estandarizado asociado al autovalor maximal 1 de
una matriz de transicién asociada a una cadena de Markov reflexiva, entonces:

lim *= j.d'

k—o

donde P denota la matriz de transicion y j=(1,1,...,1).



Prueba:

Sea S una matriz no singular tal que P adquiere su forma diagonal por bloques:
A=S"P S; segun el corolario 2, la matriz A es de la forma:

1 0 0 O 0

04 0 0 0

0 x 4 0 0

0 x x 4, . 0

0 0 0 0 4 O 0 )

A= con|Al <1 Vizl

4.0

0 0 4

De esta forma T=SAS™y

lim P* = Iim($AS ™)' = limSA'S™ = § Jim A'S ™ = sBS™

Dado que k es mayor que el diametro de la cadena, la matriz B tiene todas sus
entradas nulas salvo B;;=1; esta implicacion es consecuencia inmediata de resultados
anteriores.

Con esto se demuestra que el limite existe; estudiemos ahora su forma:



1 00 0O 0
0 00 00O
0 00 0O
0 00 0O
e N
o . . . . ... . 0]

donde la dltima igualdad representa el producto de la columnalde S por la filalde S

Seab = Sly_’l;dado que S_, = j = (11,...,1) entonces :

1 b, b, . . b,

1 by b, . . b,
mPE=| b, b, . .oB)=[

1 b, b, . . b,

siendo Zbij =1 puesto que !im P* es estocastica (producto de matrices estocasticas)
j —>0

not

Por otra parte si !im P¥ =P, entonces P-P* =P” y P*.P = P”

La primera de las anteriores expresiones implica que cada columna de P~ debe ser un
autovector de P (por la derecha), asociado al valor propio unidad.

La segunda de las anteriores expresiones implica que cada fila de P”es un
autovector (por la izquierda) de P asociado al autovalo unidad y, por tanto:

(by By . . B)=40 1 . . 1)

Portanto:b,=b,=..=D,
Como Y b =1= by _1
j

n

Tal y como se pretendia el vector b es el autovector asociado al autovalor unidad
estandarizado.

Nota: Este importante teorema tiene una formulacion probabilistica equivalente. Puede
enunciarse de la siguiente forma:

-1



Para cualquier cadena de Markov reflexiva existe una funcién de densidad
positiva & : Rx R — (0,1], definida como:

&(i,T) = lim P*(j,i,T)

Ademas, el limite no depende de j (configuracion inicial) y satisface las siguientes
relaciones:

5(1,T)=>Y.6(j,T)-P(j,i,T)

jeR

>6(j,T)=1

jeR

En otras palabras, si parto de N configuraciones iniciales diferentes entre si,
con una misma matriz de transicion asociada a una cadena de Markov reflexiva, el
tanto por ciento de experimentos que llegaran al suceso i-ésimo tras m pasos sera (si m
es lo suficiente grande) : N&(i,T)

A dicha funcion (limite) se la llama funcién de equilibrio, que presenta la
siguiente propiedad, conocida como ecuacién de balance de la funcién de equilibrio:

Dado que: > p(j,i,T)=1=6@,T) =D 6(J,T)p(j,i,T) =

=2 0. T)p(JiT) 46, T)p(,i,T) = X 53, T)p(J.i,T)+6(,T)A- D p(i, j.T) =
2.0, T)p(J.iT) =2 66, T)pG, J.T)

j#i j#i

Conclusion:

En este capitulo se ha presentado una breve resefia sobre teoria matricial y
general de cadenas de Markov. Para el caso particular de matriz de transicién asociada a
una cadena de Markov reflexiva, se ha demostrado su convergencia a un ente matricial
conocido, por aplicacion sucesiva de productos por ella misma. Visto esto de otra
manera, se ha demostrado la convergencia del algoritmo con probabilidad uno, para
cada ciclo de temperatura, a una distribucion llamada funcién de equiibrio.

Dado que a medida que desciende la temperatura, el algoritmo se autorefina, podemos
asegurar la convergencia del algoritmo a un minimo global de la funcion objetivo, con
probabilidad uno, para temperatura suficientemente baja, concepto que se tratard a
posteriori.

Pasamos ahora a dar una descripcion completa y detallada del algoritmo del algoritmo,
haciendo hincapié en sus aspectos mas relevantes, tanto en optimizaciéon de variable
continua como discreta, 0 una mezcla de ambas.



METODO HIBRIDO ENTRE MARQUARDT Y SIMULATED ANNEALING
PARA LA RESOLUCION DEL PROBLEMA INVERSO. APLICACION A
HIDROLOGIA SUBTERRANEA.

ANDRES ALCOLEA RODRIGUEZ

El problema inverso consiste en la estimacion de los parametros de un modelo a partir de
las respuestas del sistema y de informacion previa sobre los pardmetros. Numerosas
aproximaciones reducen el problema a la minimizaciéon de una determinada funcion,
conocida como funcidn objetivo. Una de las principales dificultades es hallar el minimo
global de la funcion objetivo, puesto que los métodos de optimizacion continua pueden
quedar estancados en un minimo local. Por otra parte, para algunos métodos de
optimizacion combinatoria, la convergencia al minimo global estd asegurada en cualquier
caso, al menos en teoria. No obstante, requieren un elevado esfuerzo computacional. En
esta tesina de especialidad, se presenta un nuevo método de optimizacién, como génesis de
dos bien conocidos, el método de Marquardt y Simulated Annealing.

1. INTRODUCCION

El problema general de optimizacién consiste en hallar el maximo o el minimo de una funcién
determinada. El presente trabaja trata de la aplicacion del problema inverso a Hidrologia Subterranea,
gue consiste en la estimacion de los parametros de un acuifero a partir de medidas directas de los
mismos y de variables dependientes de ellos.

Dependiendo del tipo de variable de la funcién a minimizar, se distinguen dos grandes grupos: la
optimizacion continua y la optimizacion combinatoria, enfocada esta Ultima para funciones de variable
discreta o continua discretizada, si bien comienza a aplicarse, con mayor o menor fortuna, en problemas
de variable continua.

Una de las tareas mas frecuentes en el contexto de la Hidrologia Subterranea es la generacion de
modelos de prediccion, a partir de los cuales se pretende obtener una herramienta capaz de reproducir
cualquier aspecto de un sistema real, con una precision razonable. Uno de los pasos en el proceso de la
modelizacién, es el de identificacién de los parametros del modelo, en el cual se engloba el presente
documento. Con la formulacion adoptada, el problema inverso termina reduciéndose a la minimizacion
de la llamada funcion objetivo.

2. LOS PROBLEMAS DIRECTO E INVERSO. FORMULACION

Aparte de la mencionada cuantificacion de parametros, otro de los pasos necesario en el proceso de
modelizacién, es el de identificacion de procesos, donde se transforman los procesos fisico-quimicos
relevantes en una serie de ecuaciones, de forma que pueda ser tratado numéricamente. El resultado es
un sistema de ecuaciones, cuya resolucién se conoce como problema directo (suponiendo conocidos los
pardmetros que intervienen), a partir del cual se obtienen los valores de la variable de estado.

Para el caso de problema directo de flujo en medio poroso, la ecuacion a resolver es [1]:

oh
S E =V(KVh)+q en Q Q)

siendo h [L] el nivel piezométrico en el dominio, K el tensor de conductividad hidraulica, g un término
fuente/sumidero, representando la recarga instantanea por unidad de longitud, superficie o volumen,
(segun la dimension del problema) y Ss[L™] el coeficiente de almacenamiento especifico.

Para resolver la ecuacion (1), deben especificarse las condiciones iniciales y de contorno en el
dominio:

Condicion inicial: h(x,0)=hs(x) xeQ 2

Condiciones de contorno: (KVh)n=oa(H-h)+Q enTI (3)
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donde I' representa el contorno de €, n es un vector unitario normal a I" dirigido hacia el exterior de
Q, Hy Q son el nivel y el caudal prescrito respectivamente, y o es un coeficiente que determina el tipo
de condicion de contorno (Neuman, Cauchy o Dirichlet), conocido en la literatura como coeficiente de
goteo.

Para la resolucion de dicha ecuacion, es comdn en Hidrologia Subterranea el uso del método de los
elementos finitos, por su versatilidad para adaptarse a contornos irregulares. Para la discretizacién
temporal se usa el método de las diferencias finitas. En el caso méas general, de flujo transitorio no lineal,
la ecuacion se puede resolver segiin numerosos métodos, de entre los que se escoge el de Newton-
Raphson completo.

En cuanto al problema inverso, la formulacién escogida trata de obtener un estimador de los
pardmetros de la ecuacién del problema directo, utilizando informacion previa de los mismos y de la
variable de estado. Existen diversas formulaciones para el problema inverso en Hidrologia Subterranea,
de entre las que se ha elegido la propuesta por Carrera y Neuman (1986) [2], basada en el método de la
Méxima Verosimilitud, incorporando informacion previa. Dicha formulacion termina reduciendo el
problema inverso a la minimizacion de la Ilamada funcién objetivo, que tiene por expresion:

donde el funcional S es la funcién a minimizar, S, es la componente de la funcién objetivo referente a
niveles, S; la correspondiente al i-ésimo tipo de pardmetro, 3 un término constante y los escalares A, se
definen como:

®)

siendo oy Y o; las desviaciones tipo asociadas al error de medida de niveles y del i-ésimo tipo de
pardmetro, respectivamente y la expresion de las componentes Sy S; es la siguiente:

S, = (h-h")tvL(h-n") (6)

*

_ ity

donde h y h”son vectores que contienen los niveles piezométricos en los puntos del dominio discretizado
calculados y medidos, respectivamente, y p;y pi contienen los valores estimados y la informacion previa
del i-ésimo tipo de parametro, respectivamente y las matrices Vy, y V; se obtienen a partir de las matrices
de covarianza de niveles y del i-ésimo tipo de parametro, respectivamente.

Puede entenderse que las dos expresiones anteriores corresponden a las componentes de la funcién a
minimizar referidas a niveles y a parametros, respectivamente, obtenidas por minimos cuadrados
ponderados de la diferencia entre los valores calculados (problema directo) y los medidos.

Asi, se observa como la resolucion del problema inverso termina reduciéndose a la minimizacion de la
funcion (4). Los pardmetros que conducen a un minimo de ésta se consideran solucién del problema, pues
son aquéllos que minimizan la “diferencia” entre la respuesta calculada mediante el modelo y la respuesta
medida del sistema real.

Para la resolucion del problema inverso, se pueden utilizar numerosos métodos, tipicamente de
optimizacion continua, como los de gradientes conjugados, cuasi-Newton, de Marquardt, de Newton, etc.

3. EL METODO DE MARQUARDT

El método de Marquardt [3] resuelve el sistema de ecuaciones siguiente:
(HOO 4 1 (001) Ap() = (k) ©)

siendo H™® la matriz hessiana en el punto p® o una aproximacién de la misma, g* el gradiente en dicho
punto, Ap™ el incremento de parametros ( p®*V=p® + Ap® ) y u © un escalar positivo que se actualiza
de iteracion a iteracion mediante criterios empiricos, de los que se hablara mas adelante. Este controla la
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direccion del vector de actualizacion. Si p =0, el método de Levenberg-Marquardt se convierte en el de
Gauss-Newton. En cambio, si p ® =0 aumenta, disminuye el médulo del vector de actualizacién y su
direccion se aproxima a la del gradiente (cambiado de signo) de la funcion objetivo.

La principal ventaja de este método es su velocidad de convergencia en un entorno del minimo, si
bien, puede quedar estancado en un minimo local de la funcién objetivo.

4. SIMULATED ANNEALING

El Simulated Annealing (SA) o recocido simulado se basa en la analogia entre la simulacién del
recocido de sélidos y la resolucion de problemas de optimizacion combinatoria a gran escala. En Fisica
[4], el recocido denota el proceso por el cual un sélido en un bafio de calor se calienta mediante
incremento de temperatura del mismo, hasta una temperatura maxima para la cual las particulas del sélido
pierden su coherencia o estructura, pasando a un estado de entropia o desorden maximo. Acto seguido, se
aplica al cuerpo un enfriamiento, disminuyendo la temperatura del bafio de calor lenta y paulatinamente.
Asi, se produce un reordenamiento de las particulas del sélido hacia un nuevo estado de minima entropia
(al final del proceso), suponiendo que la temperatura inicial del bafio haya sido lo suficientemente alta y
el proceso de enfriamiento lo suficientemente lento. Abstrayendo esta idea a un problema de optimizacién
cualquiera, las configuraciones (juegos de pardmetros) asumen el papel de estados del sdlido, mientras
que la funcion objetivo asume el de funcién de energia y la temperatura representa un pardmetro de
control sobre la evolucion del proceso.

El algoritmo puede resumirse como sigue: inicialmente, se asigna al pardmetro de control
(temperatura), un cierto valor. Ademds, se define un mecanismo tal que, dada una configuracion
determinada p;, pueda determinarse otra (p;) perteneciente a un entorno de la primera. Esto Gltimo

corresponde a la aplicacién de una perturbacion de la configuracion p;. Sea Af :f(pj )—f(pi);

entonces, la probabilidad de aceptar la configuracion p;, generada a partir de p;, viene dada por la
expresion:

kT

donde k es la constante de Boltzmann y T es el parametro de control o temperatura.

La expresion (9) se conoce como criterio de Metropolis. Se observa como, dada la tendencia asintética
de dicho criterio a una probabilidad nula, el método puede aceptar configuraciones o juegos de
parametros que conduzcan a un empeoramiento, entendiéndose como tal un aumento en la funcién
objetivo.

El principal problema que presenta este método y, en general, cualquiera de los englobados en la
optimizacion combinatoria, como la mejora iterativa o los algoritmos genéticos, es el elevado nimero de
simulaciones (resoluciones del problema directo) que deben realizar, si bien, la propiedad de aceptar
configuraciones “malas” permite que el algoritmo eluda los minimos locales, al menos en teoria.

{ o1 Af
pry aceptar pj}z min 1'E8Xp - 9)

5. EL METODO HIBRIDO

El objetivo de esta tesina de especialidad es el de concebir un nuevo método como génesis de los
descritos anteriormente, intentando conjugar sus ventajas, reduciendo, en la medida de lo posible, sus
inconvenientes. Es decir, se pretende aprovechar la velocidad de convergencia del método de Marquardt
en un entorno del minimo con la versatilidad de SA para eludir los minimos locales, manteniendo un
esfuerzo computacional razonable.

El flujo del algoritmo puede resumirse como sigue [5]:

- Generacion aleatoria de una configuracion o juego de parametros.

- Simulacién (resolucion del problema directo) con los parametros del paso anterior.

- Aplicacion del método de Marquardt (una Unica iteracién), obteniéndose una nueva

configuracién.

- Simulacién (resolucion del problema directo) con los parametros del paso anterior.

- Eleccién de la mejor de las dos configuraciones halladas anteriormente (aquélla que ofrezca un

valor menor de funcidn objetivo).

- Aceptacién o rechazo de la misma, a instancias del criterio de Metropolis (9), por comparacién

con el valor menor de funcion objetivo obtenido en todo el proceso.

- Chequeo de convergencia/divergencia.



Para la aplicacion del algoritmo, se actualiz6 un codigo de elementos finitos ya existente (TRANSIN-
1) [6], que permitia la estimacion de pardmetros mediante el uso del método de Marquardt. EI nuevo
cddigo permite multitud de opciones en cuanto a esquemas de perturbacion y de variacion de temperatura
o enfriamiento. En este trabajo se han probado dos esquemas de perturbacion de configuraciones,
mediante elipsoides de bisqueda y mediante el uso de la matriz de covarianza a posteriori. En cuanto a la
variacién de temperatura, se tomd una variacion geométrica de la misma.

6. APLICACION A EJEMPLOS SINTETICOS

El cddigo actualizado se aplico a un total de diez ejemplos sintéticos, por su rapidez, dado el gran
nimero de ejecuciones realizadas (unas quinientas, aproximadamente). La metodologia seguida es bien
conocida en cualquier proceso de verificacion de un codigo de las caracteristicas del presente [7].

Se parti6 de un modelo conceptual, cuyas caracteristicas (en cuanto a geometria, parametros,
condiciones de contorno, etc.) se suponian conocidas. A partir de éste, resolviendo el problema directo
(simulacidn), se obtuvieron los niveles piezométricos “reales” del sistema. En primer lugar, y para
simular el error de cualquier proceso de toma de medidas, se afiadid un ruido blanco (segin una
distribucién normal de media nula y desviacién conocida) a los niveles “reales”, obteniéndose asi los
niveles “medidos”. Se realiz6 lo propio con los pardmetros, a los que se afiadi6é el mismo tipo de ruido,
resultando una variacién de hasta dos 6rdenes de magnitud. De esta forma se obtuvo la informacién
previa de los parametros.

A partir del modelo real, se han probado varios modelos conceptuales, que son perturbaciones de
aquél, en la forma y nimero de zonas de transmisividad y almacenamiento. En los ejemplos en los que se
modificaba el nimero de zonas, se asignaba como informacion previa la media geométrica de los valores
de las zonas originales que quedaban solapadas con las del ejemplo en cuestién, dotando asi de una cierta
coherencia estadistica a los pardmetros del modelo conceptual erroneo. En algunos casos, se asignd a los
pardmetros de la ecuacion, valores iniciales sin coherencia alguna, para estudiar la influencia del juego de
pardmetros fisicos iniciales.

El modelo que se tomé como base consiste en un dominio de 25x16 m?, cuyos contornos superior e
inferior son impermeables, mientras que el izquierdo y el derecho son de caudal (1.0 m%dia) y de nivel
prescrito (3.0 m), respectivamente. Ademas, en el interior del dominio se encuentra un pozo que bombea
5.5 m*/dia y una serie de nudos con condicién de contorno mixta o de goteo (a=0.7, H=0.5 m). Todo el
dominio se ve afectado por una recarga, dividida en tres zonas (de izquierda a derecha), cuyos valores son
de 1, 3y 6 mm. Se zonifica la transmisividad del dominio en cinco zonas, una de ellas anisétropa. El
sistema tiene una Unica zona de almacenamiento.

7. CONCLUSIONES Y RESULTADOS

Uno de los principales problemas del nuevo algoritmo, y que dificulta su uso, es la incertidumbre
acerca de los parametros de los distintos esquemas de enfriamiento y perturbacion, tales como la
temperatura inicial, el coeficiente de enfriamiento o el radio de blsqueda inicial. Asi, se centra el estudio
en obtener unos valores estandar para los mismos, ademas de seleccionar el esquema de perturbacién mas
adecuado.

En cuanto a la temperatura y radio de busqueda inicial, si se perturba mediante el esquema de
elipsoides de busqueda, podemos afirmar que una eleccion erronea de dichos parametros no afecta
excesivamente a la convergencia, obteniéndose un valor final de funcion objetivo similar en cualquier
caso. No obstante, si dicha eleccién es incorrecta, el esfuerzo computacional resulta ser mucho mayor que
cuando la eleccidén de las hipdtesis de partida es apropiada. En la Figura 1 se presentan los resultados
obtenidos, perturbando segun elipsoides de blsqueda para tres valores de temperatura inicial distintos
(10%, 10° y 10®), para uno de los ejemplos, en los que Marquardt tuvo problemas de convergencia. En la
misma se observa que dicho esquema de perturbacion es practicamente insensible a los valores de
temperatura inicial.

Respecto a la velocidad de enfriamiento, se obtienen conclusiones analogas. Asi, un esquema
“rapido”, rebajando la temperatura en cada mejora de la funcién objetivo, ofrece mejores resultados que
uno mas lento. El coeficiente de reduccion de temperatura que ofrecid resultados mas estables fue el de
0.9, mientras que un valor de 0.7 provocé que el descenso de la temperatura fuese demasiado brusco,
dando lugar al estancamiento del algoritmo en minimos locales.



Se puede afirmar que el esquema de perturbacion segun la matriz de covarianza no es un buen método
para perturbar las configuraciones, pues presenta un comportamiento muy similar al método de
Marquardt. Es decir, cuando este Ultimo tuvo problemas de convergencia, también los tuvo el hibrido con
este tipo de perturbacion. En la Figura 2 se presenta la comparacion entre el método de Marquardt y los
distintos esquemas de perturbacion, para un mismo ejemplo.
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Figura 1. Comparacion entre el método de  Figura 2. Comparacion entre el método de

Marquardt y el hibrido, Marquardt y el hibrido, en términos
perturbando segln elipsoides de del esquema de perturbacién, para un
busqueda bajo tres hipotesis de ejemplo donde Marquardt presenta

temperatura inicial. problemas de convergencia.

El esquema de perturbacién segin elipsoides de busqueda ofrece practicamente el mismo resultado,
independientemente de las hipotesis de partida, como se muestra en las figuras 1y 3.

Por otra parte, ambos métodos aplican una restriccion en el tamafio maximo de una componente del
vector de actualizacion, de forma que el incremento de parametros no supere un cierto valor
predeterminado. Las conclusiones con respecto a dicha restriccidn son analogas a las obtenidas respecto
al radio de bdsqueda inicial, como se muestra en la Figura 4.

7. LINEAS FUTURAS

En base a los resultados de la presente tesina de especialidad, quedan abiertas una serie de cuestiones
susceptibles de ser analizadas en detalle, tales como:

Posible paralelizacion del codigo.

Andlisis en detalle del resto de esquemas de enfriamiento implementados

Imposicién de cotas en los pardmetros inciertos de los distintos esquemas, utilizando informacion
acerca de la aproximacion cuadratica de la funcion objetivo.

Implementacidn de nuevos esquemas de perturbacion mas sofisticados.

Aplicacion del algoritmo a ejemplos sintéticos incluyendo transporte, asi como a casos reales.
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